Числовые и функциональные ряды. Гармонический анализ.

Числовые ряды. Сходимость. Критерий Коши.

Пусть задана числовая последовательность u1, u2, u3, ..., un, ....

Сумма

u1 + u2 + u3 + ... + un + ... = �EMBED Equation.2����(1)��называется числовым рядом. Общий член последовательности un, аналитическое выражение которого обычно зависит от номера n, называется общим членом ряда.

Одним из важнейших вопросов теории числовых рядов является вопрос о сходимости ряда.

Сумма n первых членов ряда 

�EMBED Equation.2���

называется n-й частичной суммой. Образуем последовательность частичных сумм

s1=u1, s2=u1+u2, ..., sn, ...�(2)��Если существует конечный предел этой последовательности:

�EMBED Equation.2���,���то числовой ряд называют сходящимся, а число s называют суммой ряда:

�EMBED Equation.2���.

Если этот предел не существует или бесконечен, то ряд называют расходящимся.

Разность между суммой ряда и его n-й частичной суммой называют n-м остатком ряда:

�EMBED Equation.2���.���В простейших случаех вопрос сходимости решается непосредственнол. Например, рассмотрим ряд, составленный из членов геометрической прогрессии

�EMBED Equation.2���.

Для него n-ая частичная сумма равна: �EMBED Equation.2���. При �EMBED Equation.2��� предел последовательности частичных сумм существует и конечен:

�EMBED Equation.2���,

поэтому ряд является сходящимся и имеет сумму �EMBED Equation.2���. Если �EMBED Equation.2��� или �EMBED Equation.2���, то предел последовательности частичных сумм бесконечен; при �EMBED Equation.2��� этот предел не существует. Поэтому при �EMBED Equation.2��� рассматриваемый ряд расходится.

Определение сходимости числового ряда может быть сформулировано в форме критерия Коши: для того, чтобы ряд сходился, необходимо и достаточно, чтобы для любого заранее заданного e>0 существовал номер N(e), такой, что при n>N и любом натуральном p было выполнено:

�EMBED Equation.2���.

Необходимый признак сходимости. Свойства сходящихся рядов.

Необходимый признак сходимости: если ряд сходится, то его общий член при �EMBED Equation.2��� есть бесконечно малая:

�EMBED Equation.2����(3)��Действительно, общий член равен разности двух частичных сумм:

�EMBED Equation.2���.

Так как ряд сходящийся, то �EMBED Equation.2���. Переходя к пределу в обеих частях, получим:

�EMBED Equation.2���.

Исследование вопроса о сходимости ряда в большинстве случаев целесообразно начинать с выяснения, стремится ли к нулю его общий член. Если это не так, то исследование завершено (ряд расходится).

Замечание. Необходимое условие не является достаточным – оно может выполняться и для расходящихся рядов. Например, гармонический ряд

�EMBED Equation.2���

является расходящимся, несмотря на выполнение необходимого условия. Действительно, запишем ряд в виде:

�EMBED Equation.2���.

Частичные суммы не увеличатся при замене в каждой из скобок всех слагаемых последним слагаемым: �EMBED Equation.2��� Приходим к ряду: �EMBED Equation.2���, последовательность частичных сумм которого расходится. 

Свойства сходящихся рядов.

1. Если ряд �EMBED Equation.2���сходится и имеет сумму s, то ряд �EMBED Equation.2��� также сходится и имеет сумму ls.

Доказательство. Обозначим частичные суммы:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���. Имеем:

�EMBED Equation.2���, ч.т.д.

2. Если сходятся ряды �EMBED Equation.2��� и �EMBED Equation.2���, то их сумма – ряд

�EMBED Equation.2���,

также сходится и имеет сумму �EMBED Equation.2���. Доказательство:

�EMBED Equation.2���,ч.т.д.

3. Если ряд сходится, то сходится ряд, полученный из него приписыванием или отбрасыванием любого конечного числа членов.

Как следствие, если ряд сходится, то сходится любой его остаток.

Знакопостоянные ряды. Достаточный признак сходимости. Признаки сравнения.

Пусть все слагаемые ряда имеют один знак; без ограничения общности можно считать un>0.

Достаточный признак сходимости. Для того, чтобы ряд с положительными членами был сходящимся, достаточно, чтобы последовательность его частичных сумм была ограничена сверху: sn<M.

Доказательство. Так как un>0, то последовательность частичных сумм ряда (1) является возрастающей: s1<s2<...<sn<.... Так как она ограничена, то существует предел: �EMBED Equation.2���, ч.т.д.

Теорема. Признак сравнения.

Пусть даны ряды �EMBED Equation.2��� (a) и �EMBED Equation.2��� (b), причем �EMBED Equation.2��� для любого n. Тогда:

1. Если сходится ряд (b), то сходится ряд (a).

2. Если расходится ряд (a), то расходится ряд (b).

Доказательство.

1. Обозначим �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���. Так как ряд (b) сходится, то �EMBED Equation.2���. Но тогда �EMBED Equation.2��� и последовательность частичных сумм ряда (a) ограничена сверху. Следовательно, (a) сходится.

2. Так как (a) расходится то �EMBED Equation.2���. Так как �EMBED Equation.2���, то �EMBED Equation.2��� и ряд (b) расходится.

Предельный признак сравнения.

Если существует конечный не равный нулю предел отношения общих членов рядов (a) и (b), то ряды (a) и (b) или оба сходятся, или оба расходятся.

Пример. Исследовать сходимость ряда �EMBED Equation.2���. Сравним данный ряд с рядом, составленным из членов геометрической прогрессии: �EMBED Equation.2���. Имеем: �EMBED Equation.2���, поэтому исходный ряд — сходящийся.

Признаки Даламбера и Коши сходимости рядов с положительными членами.

Два признака сходимости — признак Даламбера и радикальный признак Коши — основаны на сравнении рассматриваемого ряда со сходящимся рядом, образованным из членов геометрической прогрессии.

Признак Даламбера.

Пусть задан ряд с положительными членами. Если при �EMBED Equation.2��� существует конечный предел отношения последующего члена к предыдущему, равный r: �EMBED Equation.2���, то при r<1 ряд (1) сходится, а при r>1 расходится. При r=1 требуется дополнительное исследование.

Доказательство.

Пусть �EMBED Equation.2���. Тогда для любого �EMBED Equation.2��� найдется N, такое, что при n>N справедливо:

�EMBED Equation.2���, или �EMBED Equation.2���.

1. Пусть r<1. Подберем e так, чтобы �EMBED Equation.2���. Тогда при n>N справедливо:

�EMBED Equation.2���, или �EMBED Equation.2���.

Так как сходимость ряда не меняется при отбрасывании конечного числа членов, то без потери общности можно положить N=1. Приходим к серии неравенств: �EMBED Equation.2���; �EMBED Equation.2���; ...; �EMBED Equation.2���; ... Ряд, образованный правыми частями неравенств, сходится как ряд геометрической прогрессии со знаменателем, меньшим единицы. Поэтому исходный ряд также сходится.

2. Пусть �EMBED Equation.2���. Тогда найдется N, такое, что при n>N справедливо:

�EMBED Equation.2���, или �EMBED Equation.2���.

Следовательно, с возрастанием n общий член ряда не стремиться к нулю: �EMBED Equation.2���. Для ряда нарушен необходимый признак сходимости. Ряд расходится.

Радикальный признак Коши.

Пусть задан ряд (1) с положительными членами. Если при �EMBED Equation.2��� существует конечный предел корня n-ной степени из общего члена, равный r: �EMBED Equation.2���, то при r<1 ряд (1) сходится, а при r>1 расходится. При r=1 требуется дополнительное исследование.

Доказательство проводится аналогично.

Интегральный признак Коши.

Этот признак сводит исследование сходимости ряда к исследованию сходимости несобственного интеграла.

�

Рис. 10.1

Пусть задан ряд (1) с положительными членами, являющимися значениями непрерывной положительной функции f(x): u1=f(1), u2=f(2), ..., un=f(n), ..., которая монотонно убывает в интервале �EMBED Equation.2���. Тогда ряд (1) сходится, если сходится несобственный интеграл �EMBED Equation.2���, и расходится, если интеграл расходится.

Доказательство. Рассмотрим криволинейную трапецию (рис. 10.1). Ее площадь:

�EMBED Equation.2���.

Площади ступенчатых фигур, находящихся ниже и выше кривой y=f(x), равны соответственно:

f(2)+f(3)+...+ f(n)=sn-u1;

f(1)+f(2)+...+ f(n-1)=sn-un;

Поэтому: sn-u1<In<sn-un, следовательно: �EMBED Equation.2���.

Пусть несобственный интеграл сходится: �EMBED Equation.2���. Так как f(x) положительна, то I>In. На основании первого равенства:

�EMBED Equation.2���.

Поэтому последовательность частичных сумм ограничена. Следовательно, ряд сходится.

Обратно, пусть интеграл расходится: �EMBED Equation.2���. Из второго неравенства: �EMBED Equation.2���. Ряд расходится.

Пример. Исследуем сходимость гармонического ряда. Воспользуемся признаком Даламбера:

�EMBED Equation.2���, признак Даламбера не дает ответа.

Воспользуемся интегральным признаком Коши:

�EMBED Equation.2���; следовательно, ряд расходится.

Замечание. Интегральный признак Коши является наиболее универсальным средством исследования сходимости рядов. Однако его использование сопряжено со значительными трудностями, вызванными необходимостью отыскания первообразных.

Ряды с членами разных знаков. Абсолютная и условная сходимость.

Знакочередующимся рядом называют ряд, члены которого поочередно положительны и отрицательны:

�EMBED Equation.2���, un>0.�

(4)��Вопрос о сходимости знакочередующегося ряда решается признаком Лейбница.

Теорема (признак Лейбница). Если в знакочередующемся ряде (5) модули членов убывают:

�EMBED Equation.2���,

и общий член стремится к нулю:

�EMBED Equation.2���,

то ряд сходится, а модуль его суммы не превышает модуля первого члена.

Доказательство.

Рассмотрим последовательность частичных сумм, содержащих четное число слагаемых:

�EMBED Equation.2���.

Так как для любого m справедливо �EMBED Equation.2���, то все разности в скобках положительны. Число слагаемых увеличивается вместе с m, поэтому последовательность частичных сумм является возрастающей. В то же время:

�EMBED Equation.2���.

Сумма в квадратных скобках положительна и возрастает вместе с m. Поэтому частичная сумма s2m не превышает первого члена ряда. Таким образом, последовательность возрастает и ограничена сверху. Следовательно, она имеет предел:

�EMBED Equation.2���, причем s<u1.

Рассмотрим частичную сумму, содержащую нечетное число слагаемых. Ее можно записать в виде:

�EMBED Equation.2���.

Тогда:

�EMBED Equation.2���,

поэтому при любом n:

�EMBED Equation.2���.

Следовательно, ряд сходится.

Признак Лейбница позволяет оценить ошибку, допускаемую при отбрасывании всех членов ряда (4), начиная с n-го. Именно, модуль n-го остатка меньше модуля первого из отбрасываемых членов: �EMBED Equation.2���.

Пример. Условия признака Лейбница выполнены для ряда �EMBED Equation.2���; следовательно, этот ряд сходящийся.

Рассмотрим ряд вида (1) с членами произвольного знака. Справедлив следующий достаточный признак сходимости.

Если ряд:

�EMBED Equation.2���,�

(5)��составленный из абсолютных величин членов ряда (1), сходится, то сходится и ряд (1). При этом ряд (1) называется абсолютно сходящимся.

Если ряд (1) сходится, а ряд (5) расходится, то ряд (1) называется условно сходящимся.

Члены абсолютно сходящегося ряда можно переставлять местами, это не меняет суммы ряда. В противоположность этому, посредством перестановки членов условно сходящегося всегда можно достигнуть либо его расходимости, либо равенства его суммы заранее заданному числу (теорема Римана).

Определение. Произведением абсолютно сходящихся рядов �EMBED Equation.2��� и �EMBED Equation.2��� называется ряд, составленный из всевозможных произведений рядов �EMBED Equation.2��� и �EMBED Equation.2���. Произведение рядов записывают в виде:

�EMBED Equation.2���(8)

При такой записи в каждой из скобок у всех произведений сумма индексов сомножителей одинакова: в первой скобке — 2, во второй — 3, в n-ной — n+1, и т.д.

Можно показать, что произведение абсолютно сходящихся рядов �EMBED Equation.2��� и �EMBED Equation.2��� есть абсолютно сходящийся ряд с суммой �EMBED Equation.2���.

Функциональные ряды. Правильная и равномерная сходимость.

Функциональным рядом называется сумма бесконечного числа функций, заданных на некотором множестве X:

�EMBED Equation.2���.�

(6)��Сумму первых n членов ряда называют n-ной частичной суммой:

�EMBED Equation.2���.���Фиксируем произвольную точку �EMBED Equation.2��� и рассмотрим числовой ряд:

�EMBED Equation.2���.�

(7)��Если ряд (7) оказывается сходящимся, то точка x0 называется точкой сходимости. Множество всех точек сходимости функционального ряда (6) называют областью сходимости.

Определение. Функциональный ряд называется равномерно сходящимся на множестве X  к сумме s(x), если для любого e>0 найдется N(e), такое, что при n>N для всех �EMBED Equation.2��� модуль n-го остатка ряда не превосходит e:

�EMBED Equation.2���.���Как и в случае числовых рядов, указанное определение можно сформулировать в иной форме.

Критерий Коши равномерной сходимости. Для того, чтобы функциональный ряд �EMBED Equation.2��� на множестве X сходился равномерно, необходимо и достаточно, чтобы для любого e>0 нашлось N(e), такое, что для любого n>N , всех �EMBED Equation.2��� и всех натуральных p было справедливо:

�EMBED Equation.2���.

Определение. Если функциональный ряд (6) определен на множестве X и если существует сходящийся числовой ряд с положительными членами:

�EMBED Equation.2���,�

(8)��такой, что для любого n и всех �EMBED Equation.2��� справедливо �EMBED Equation.2���, то функциональный ряд называют правильно сходящимся. При этом числовой ряд (8) называют мажорирующим.

Теорема (признак Вейерштрасса равномерной сходимости). Правильно сходящийся на множестве X ряд сходится на этом множестве равномерно.

Доказательство. Согласно критерию Коши для сходящегося числового ряда (8) для любого e>0 найдется номер N(e), такой, что при n>N и любом натуральном p справедливо:

�EMBED Equation.2���.

Пусть ряд (6) мажорируется рядом (8). Тогда, с учетом того, что модуль суммы не превышает суммы модулей:

�EMBED Equation.2���.

В соответствии с признаком Коши ряд (6) сходится. Теорема доказана.

Непрерывность суммы равномерно сходящегося ряда. Свойства равномерно сходящихся рядов

Пусть задан функциональный ряд (6), сходящийся равномерно на множестве X, которое является некоторым отрезком [a;b].

Теорема. Если члены равномерно сходящегося ряда непрерывны на множестве X, то сумма ряда также непрерывна на множестве X.

Доказательство. Выберем произвольное x и придадим ему малое приращение Dx (малость означает �EMBED Equation.2���). Представим суммы в виде:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.

С учетом �EMBED Equation.2��� приращение суммы составит:

�EMBED Equation.2���

�EMBED Equation.2���, поэтому:

�EMBED Equation.2���.

Так как ряд (6) сходится равномерно, то при любом �EMBED Equation.2��� и малом Dx для любого заранее заданного числа e>0 найдется N, такое, что при n>N будет выполнено:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.

Частичная сумма sn(x) непрерывна как сумма конечного числа непрерывных функций. Поэтому для любого e>0 существует d>0, такое, что для любого |Dx|<d выполнено:

�EMBED Equation.2���.

Тогда:

�EMBED Equation.2���.

Таким образом, при любом заранее заданном e>0 найдется d>0, такое, что при всех |Dx|<d выполнено |Ds|<e. Следовательно, сумма ряда непрерывна, что и требовалось доказать.

Свойства равномерно сходящихся рядов.

1. Равномерно сходящийся на множестве X функциональный ряд можно почленно интегрировать (интеграл суммы ряда равен сумме ряда из интегралов слагаемых):

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.

2. Если на множестве X равномерно сходящимся является ряд из производных �EMBED Equation.2���, а исходный ряд сходится хотя бы в одной точке множества X, то исходный ряд можно почленно дифференцировать (производная суммы ряда равна сумме ряда из производных слагаемых):

�EMBED Equation.2���.

Степенные ряды. Характер области сходимости.

Определение. Степенным рядом называется функциональный ряд:

�EMBED Equation.2���,�

(9)��в котором an — постоянные вещественные числа, называемые коэффициентами ряда.

Рассматривают также ряды вида:

�EMBED Equation.2���,�

(10)��При этом говорят, что ряд (10) есть ряд по степеням x-x0, а ряд (9) есть ряд по степеням x.

Характер области сходимости степенного ряда устанавливает теорема Абеля.

1. Если степенной ряд (9) сходится при x=x0, то он абсолютно сходится при любом значении x, таком, что �EMBED Equation.2���.

2. Если ряд расходится при некотором �EMBED Equation.2���, то он расходится при любом x, таком, что �EMBED Equation.2���.

Доказательство.

1. Перепишем ряд (9) в виде:

�EMBED Equation.2���.

Рассмотрим ряд из абсолютных величин:

�EMBED Equation.2���.�

(a)��Так как ряд �EMBED Equation.2��� сходится, то по необходимому признаку сходимости �EMBED Equation.2���. Но тогда величина �EMBED Equation.2��� ограничена некоторым числом M. Поэтому ряд (a) мажорируется рядом:

�EMBED Equation.2���.�

(b)��При �EMBED Equation.2��� последний ряд является сходящимся как ряд из членов геометрической прогрессии со знаменателем, меньшим единицы. Поэтому ряд (a) также сходится, а исходный ряд (9) сходится абсолютно.

2. Предположим, что ряд (9) сходится в некоторой точке �EMBED Equation.2���. Тогда в силу доказанного он сходится в точке �EMBED Equation.2���, что противоречит условию. Теорема доказана полностью.

Из теоремы Абеля следует, что для любого степенного ряда существует число �EMBED Equation.2���, такое, что при �EMBED Equation.2��� ряд абсолютно сходится, а при �EMBED Equation.2��� расходится (в точках �EMBED Equation.2��� сходимость должна устанавливаться из дополнительных соображений). Число R называют радиусом сходимости, а интервал �EMBED Equation.2��� называют интервалом сходимости.

Образуем из коэффициентов ряда (9) последовательность:

�EMBED Equation.2����(11)��Вопрос о радиусе сходимости степенного ряда решает, в частности, теорема Коши-Адамара.

1. Если последовательность (11) не ограничена, то радиус сходимости степенного ряда равен нулю.

2. Если последовательность (11) ограничена и имеет верхний предел L, то радиус сходимости равен �EMBED Equation.2��� (в частности, при L=0 ряд сходится на всей оси Ox).

Замечание. Из теоремы Коши-Адамара сразу следует соотношение, позволяющее найти радиус сходимости степенного ряда:

�EMBED Equation.2���.�

(12)��Для вывода последнего соотношения можно также воспользоваться радикальным признаком Коши, применив его к ряду из модулей коэффициентов. Аналогично (используя признак Даламбера) можно показать, что:

�EMBED Equation.2���.�

(13)��Пример. Исследовать сходимость ряда �EMBED Equation.2���. Воспользуемся соотношением (12):

�EMBED Equation.2���, поэтому интервал сходимости: �EMBED Equation.2���.

На левой и правой границах интервала сходимости приходим к рядам:

�EMBED Equation.2��� и �EMBED Equation.2���.

Для этих рядов не выполняется необходимый признак сходимости (при �EMBED Equation.2��� предел общего члена первого ряда не существует; для второго ряда этот предел существует, но не равен нулю). Поэтому на границах интервала сходимости исследуемый ряд расходится.

Свойства степенных рядов.

Лемма 1. Степенной ряд в интервале сходимости сходится равномерно.

Доказательство. В силу теоремы Абеля в интервале сходимости степенной ряд (9) сходится абсолютно. Поэтому при любом �EMBED Equation.2��� сходится ряд:

�EMBED Equation.2���.

Но последний числовой ряд является мажорирующим для исходного ряда. Поэтому ряд (9) сходится правильно, и, следовательно, равномерно. Лемма доказана.

Свойство 1. Сумма степенного ряда (9) в интервале сходимости является непрерывной функцией.

Справедливость данного свойства следует из леммы 1.

Свойство 2. Степенные ряды можно умножать и почленно складывать. При этом радиус сходимости полученного степенного ряда н меньше, чем меньший из радиусов сходимости исходных рядов.

Свойство 3. Степенной ряд можно почленно интегрировать на любом отрезке, распложенном внутри интервала сходимости. При этом полученный ряд имеет тот же радиус сходимости.

Доказательство. Возможность почленного интегрирования следует из леммы 1. Рассмотрим радиус сходимости R’ полученного ряда:

�EMBED Equation.2���

Согласно теореме Коши-Адамара, радиус сходимости ряда:

�EMBED Equation.2���,ч.т.д.

Свойство 4. Степенной ряд внутри интервала сходимости можно почленно дифференцировать. Полученный ряд имеет тот же радиус сходимости.

Доказательство проводится аналогично.

Ряд Тейлора.

Пусть некоторая функция f(x) в окрестности точки x0 имеет производные любого порядка. Говорят, что функция f(x) разложена в степенной ряд, если она представлена в виде суммы ряда, сходящегося к f(x) в интервале, содержащем точку x0:

�EMBED Equation.2���.�

(14)��Найдем коэффициенты разложения (14).

Положим x=x0. Тогда (14) примет вид: f(x0)=a0, откуда a0=f(x0).

Дифференцируя обе части (14), получим:

�EMBED Equation.2���.

Вновь положим x=x0. Тогда: �EMBED Equation.2���, откуда �EMBED Equation.2���. После второго дифференцирования:

�EMBED Equation.2���, откуда: �EMBED Equation.2���.

После n-кратного дифференцирования:

�EMBED Equation.2���, откуда: �EMBED Equation.2���.

Разложение принимает вид:

�EMBED Equation.2���.�

(15)��Степенной ряд (15) носит название ряда Тейлора функции f(x) в окрестности точки x0. Коэффициенты ряда называют коэффициентами Тейлора.

Замечание. Существуют функции, для которых формально построенный ряд (15) является расходящимся, либо не сходится к функции f(x). Классическим примером является функция:

�EMBED Equation.2���,

для которой ряд Тейлора в окрестности нуля сходится не к самой функции, а к нулю. В дальнейшем такие функции рассматриваться не будут.

При  x0=0 ряд (15) иногда называют рядом Маклорена:

�EMBED Equation.2���.�

(16)��Разложение (15) можно записать в виде:

�EMBED Equation.2���.�

(17)��Соотношение (17) называют формулой Тейлора n-го порядка. Данная формула является одной из основных формул математического анализа и имеет многочисленные приложения как в анализе, так и в смежных дисциплинах.

Остаток ряда Rn(x) называют остаточным членом формулы Тейлора. Величина остаточного члена определяет ошибку, возникающую при замене функции f(x) частичной суммой Tn(x) ряда Тейлора.

Если функция f(x) во всех точках некоторого интервала, содержащего точку x0, имеет (n+1)-ю производную, то остаточный член для любой точки интервала может быть записан в виде:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���Последнее равенство называют остаточным членом в форме Лагранжа. Подобная запись остаточного члена не позволяет вычислить его значение, так как неизвестна точка x, в которой вычисляется значение производной. Однако можно показать, что в интервале, в котором справедлива формула Тейлора, остаточный член удовлетворяет неравенству:

�EMBED Equation.2���,���где Mn+1 — максимальное значение модуля n+1 - й производной функции f(x) на указанном интервале:

�EMBED Equation.2���.���Если интерес представляет не численная величина ошибки, а лишь ее порядок малости, то более удобной оказывается иная запись остаточного члена. Именно, если функция f(x) имеет производные до (n-1)-го порядка в окрестности точки x0 и n-ю производную в точке x0, то остаточный член при �EMBED Equation.2��� является бесконечно малой более высокого порядка, нежели �EMBED Equation.2���:

�EMBED Equation.2���.���Последнее равенство называют остаточным членом в форме Пеано.

Замечание. Если функция f(x) является многочленом n-ой степени, то ряд Тейлора для нее будет содержать конечное число — не более n+1 — членов. Например, раскладывая многочлен �EMBED Equation.2��� в ряд Тейлора в окрестности точки x0=-1, получим:

�EMBED Equation.2���.

То же разложение можно получить, если подставить в f(x) вместо x сумму [-1+(x+1)] и раскрыть квадратные скобки, не раскрывая круглых.

Разложение функций в степенные ряды.

Достаточное условие разложимости в ряд Тейлора устанавливает следующая теорема. Если в некотором интервале, содержащем точку x0, модули всех производных функции f(x) ограничены одним и тем же числом, то функция на этом интервале разлагается в ряд Тейлора.

Разложение функции в ряд по степеням x-x0 производится следующим образом. Вычисляется значение функции и ее производных в точке x0 и записывается формула Тейлора. После этого устанавливается интервал, на котором составленный ряд сходится к функции f(x), и записывается ряд Тейлора.

1. Показательная функция.

Разложим в ряд по степеням x функцию ex. Все ее производные равны ex и в точке x=0 обращаются в единицу. Следовательно:

�EMBED Equation.2���.���На интервале [-R;R], где R — произвольное действительное число, все производные ограничены одним и тем же числом eR. Следовательно, ряд Тейлора сходится к функции ex на всей оси Ox:

�EMBED Equation.2���,		�EMBED Equation.2���.���Последнее разложение позволяет, в частности, вычислить значение числа e. Полагая x=1, получим:

�EMBED Equation.2������Ряд в правой части сходится очень быстро: для вычисления числа e с точностью до шестого знака после запятой достаточно взять десять слагаемых.

2. Тригонометрические функции.

Разложим в ряд по степеням x функцию sinx. Ее производные в точке x0=0 равны:

�EMBED Equation.2���; �EMBED Equation.2���; �EMBED Equation.2���, ...

�EMBED Equation.2���,	�EMBED Equation.2���.

Модули всех производных при любом x не превосходят единицы. Следовательно, ряд Тейлора в окрестности нуля сходится к функции sinx на всей числовой оси.

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���Аналогично можно установить разложение функции cosx:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���3. Биномиальный ряд.

Разложим в ряд Тейлора в окрестности нуля функцию �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���. Имеем:

�EMBED Equation.2���;

�EMBED Equation.2���;

�EMBED Equation.2���,

�EMBED Equation.2���.

Можно показать, что радиус сходимости биномиального ряда равен единице. На границах интервала сходимости в общем случае ряд расходится. Разложение записывают в виде:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���Если �EMBED Equation.2���, то разложение содержит ровно m слагаемых и представляет собой формулу бинома Ньютона. Коэффициенты ряда:

�EMBED Equation.2��� (читается «C из m по n»)���называются биномиальными коэффициентами.

Частными случаями биномиального ряда являются ряды:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.�

(a)���EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.�

(b)���EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���4. Логарифмическая функция.

Функция y=ln(x) в точке x0=0 терпит разрыв, поэтому разложить ее в ряд Тейлора в окрестности нуля нельзя. Разложим в ряд функцию y=ln(x+1). Для этого достаточно проинтегрировать от 0 до x обе части приведенного выше разложения (a) функции �EMBED Equation.2���. Получим:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���5. Обратные тригонометрические функции.

Заменим в разложении (a) x на x2. Получим:

�EMBED Equation.2���

Интегрируя обе части в пределах от 0 до x, придем к разложению:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���Заменим в разложении (b) x на -x2. Получим:

�EMBED Equation.2����(c)��Интегрируя в пределах от 0 до x, придем к разложению:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���Умножая обе части разложения (c) на -1 и интегрируя в пределах от 0 до x, найдем разложение функции y=arccosx:

�EMBED Equation.2���,�EMBED Equation.2���.���Последнее можно также получить из соотношения �EMBED Equation.2���.

Формулы Эйлера.

Формулы Эйлера устанавливают связь между тригонометрическими и гиперболическими функциями.

Разложим в окрестности нуля функцию �EMBED Equation.2���. Имеем:

�EMBED Equation.2���; �EMBED Equation.2���; ... �EMBED Equation.2���.

Модули всех производных при любом R не превосходят �EMBED Equation.2���, поэтому ряд сходится к порождающей функции на всей числовой оси:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.�

(a)��Выполняя почленное дифференцирование, получим разложение:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.�

(b)��Замечание. Разложения гиперболических функций можно получить иначе. Достаточно заменить в разложении показательной функции x на -x и найти полуразность и полусумму разложений ex и e-x.

Подставляя в разложения (a) и (b) вместо x произведение x на мнимую единицу, получим:

�EMBED Equation.2���,����EMBED Equation.2���.���Соотношения:

�EMBED Equation.2����

(18)��называют формулами Эйлера. Складывая левые и правые части (18), получим:

�EMBED Equation.2���.�(19)��Соотношение (19) также называют формулой Эйлера. Из (19) в частности следует возможность записи комплексного числа �EMBED Equation.2��� в показательной форме: �EMBED Equation.2���. Показательная форма записи весьма удобна и употребляется в приложениях наиболее часто.

Применения рядов Тейлора.

1. Приближенные вычисления.

Из анализа известна формула, позволяющая находить приближенные значения функций путем замены приращения дифференциалом:

�EMBED Equation.2���.�(a)��При применении этой формулы оказывается возможным оценить точность найденного значения, однако способа повысить точность нет. В то же время, сравнивая обе части (a) с разложением (15), можно убедиться, то (a) есть первая частичная сумма ряда Тейлора по степеням Dx.

В общем случае приближенное значение функции f(x), разлагающейся в окрестности точки x0 в ряд Тейлора, может быть найдено как n-я частичная сумма ряда:

�EMBED Equation.2���.�

(20)��Ошибку можно найти по наибольшему значению (n+1)-й производной. Для знакочередующегося ряда ошибка не превышает модуля первого отброшенного члена. В случае знакопостоянного ряда можно подобрать мажорирующий ряд, сумма которого находится легко (обычно в качестве такого ряда используется геометрическая прогрессия).

Пример.

1. Найти основание натуральных логарифмов с точностью 10-3.

Подставляя единицу в разложение показательной функции, получим:

�EMBED Equation.2���.���Модуль (n+1)-й производной в точке x=1 не превышает e; полагая грубо �EMBED Equation.2���, оценим остаток ряда:

�EMBED Equation.2���.

Так как неравенство �EMBED Equation.2��� справедливо при всех n, начиная с 6, то в разложении можно ограничиться шестью слагаемыми. Получим:

�EMBED Equation.2���.���2. Интегрирование функций.

Пусть верхний предел интеграла �EMBED Equation.2��� лежит внутри интервала сходимости ряда Тейлора для функции f(x). Тогда ряд можно интегрировать почленно:

�EMBED Equation.2���.�

(21)��Последнее соотношение как для приближенного вычисления интегралов, так и для разложения функций в ряды Тейлора. В частности, разложения логарифмической и обратных тригонометрических функций получены выше именно при помощи (21).

Если в подынтегральном выражении находится функция, интеграл которой не берется в конечном виде, то в правой части оказывается сумма ряда, представляющая неэлементарную функцию. Примером неэлементарной функции является часто встречающаяся в приложениях функция Лапласа:

�EMBED Equation.2���.���Интеграл в правой части не выражается в конечном виде. Значения функции Лапласа находят приближенно, представляя ее в виде ряда. Разложение подынтегральной функции имеет вид:

�EMBED Equation.2���.

Выполняя почленное интегрирование, получим искомое разложение:

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.���3. Интегрирование дифференциальных уравнений.

Использование рядов Тейлора для приближенного отыскания частного решения позволяет свести решение дифференциального уравнения к решению алгебраического уравнения. При этом приближенное решение находят в виде многочлена.

Пример. Решить дифференциальное уравнение �EMBED Equation.2��� при начальных условиях: �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.

Будем решение в виде ряда по степеням x: �EMBED Equation.2���. Первые два коэффициента могут быть найдены из начальных условий:

�EMBED Equation.2���, откуда: �EMBED Equation.2���.

�EMBED Equation.2���, откуда: �EMBED Equation.2���.

Подставляя разложение с неизвестными пока коэффициентами в исходное дифференциальное уравнение, получим:

�EMBED Equation.2���.

Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях переменной, придем к системе алгебраических уравнений:

�EMBED Equation.2���, откуда: a2=0, �EMBED Equation.2���.

Полученная рекуррентная формула позволяет написать как угодно много членов ряда Тейлора для функции — решения уравнения.

Ряд Фурье и преобразование Фурье

Рядом Фурье называется функциональный ряд

�EMBED Equation.2���,

в котором i – мнимая единица, ck – постоянные коэффициенты.

Пусть �EMBED Equation.2��� – периодическая функция с периодом 2p (возможно, имеющая на периоде конечное число точек разрыва I рода). Говорят, что �EMBED Equation.2��� разложена в ряд Фурье, если она представлена рядом

�EMBED Equation.2���,�(a)��сходящимся к �EMBED Equation.2���.

Для нахождения коэффициентов cn умножим обе части разложения (a) на �EMBED Equation.2��� и проинтегрируем от –p до p:

�EMBED Equation.2���,

�EMBED Equation.2���.�(b)��Пусть �EMBED Equation.2���. Тогда:

�EMBED Equation.2���.

Пусть �EMBED Equation.2���:

�EMBED Equation.2���

�EMBED Equation.2���.

Таким образом, среди всех интегралов в правой части (b) только один – соответствующий �EMBED Equation.2��� – отличен от нуля. Следовательно:

�EMBED Equation.2���,  �EMBED Equation.2���.

Если �EMBED Equation.2��� – периодическая функция с периодом 2l, то ее разложение в ряд Фурье имеет вид

�EMBED Equation.2���.

Коэффициенты этого ряда равны

�EMBED Equation.2���.

Для указанных коэффициентов принята следующая терминология. Выражения �EMBED Equation.2��� называют волновыми числами, выражения �EMBED Equation.2��� называют гармониками функции �EMBED Equation.2���, коэффициенты cn называют спектральной последовательностью комплексных амплитуд. Последовательность волновых чисел и соответствующих им модулей комплексных амплитуд образует дискретный спектр периодической функции.

Пользуясь приведенными соотношениями, можно найти дискретный спектр именно периодической функции. Нахождение непрерывного спектра непериодической функции связано с переходом от конечного интервала �EMBED Equation.2��� к бесконечному и производится представлением функции в виде интеграла Фурье

�EMBED Equation.2���,�(c)��где �EMBED Equation.2��� – спектральная функция (соответствующая спектральной последовательности комплексных амплитуд):

�EMBED Equation.2���.�(d)��Соотношения (c) и (d) называют обратным и прямым преобразованиями Фурье. Дискретные аналоги этих соотношений широко используются в приложениях при обработке сигналов (в частности, при сжатии аудиоданных).

Используя формулы Эйлера, можно записать ряд Фурье 2p-периодической функции в виде

�EMBED Equation.2���.

Коэффициенты этого ряда ищутся по формулам

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.

Для 2l-периодической функции разложение имеет вид

�EMBED Equation.2���,

где

�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.
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