Ряд Фурье и преобразование Фурье


Рядом Фурье называется функциональный ряд


�EMBED Equation.2���,


в котором i – мнимая единица, ck – постоянные коэффициенты.


Пусть �EMBED Equation.2��� – периодическая функция с периодом 2p (возможно, имеющая на периоде конечное число точек разрыва I рода). Говорят, что �EMBED Equation.2��� разложена в ряд Фурье, если она представлена рядом


�EMBED Equation.2���,�
(a)�
�
сходящимся к �EMBED Equation.2���.


Для нахождения коэффициентов cn умножим обе части разложения (a) на �EMBED Equation.2��� и проинтегрируем от –p до p:


�EMBED Equation.2���,


�EMBED Equation.2���.�
(b)�
�
Пусть �EMBED Equation.2���. Тогда:


�EMBED Equation.2���.


Пусть �EMBED Equation.2���:


�EMBED Equation.2���


�EMBED Equation.2���.


Таким образом, среди всех интегралов в правой части (b) только один – соответствующий �EMBED Equation.2��� – отличен от нуля. Следовательно:


�EMBED Equation.2���,  �EMBED Equation.2���.


Если �EMBED Equation.2��� – периодическая функция с периодом 2l, то ее разложение в ряд Фурье имеет вид


�EMBED Equation.2���.


Коэффициенты этого ряда равны


�EMBED Equation.2���.


Для указанных коэффициентов принята следующая терминология. Выражения �EMBED Equation.2��� называют волновыми числами, выражения �EMBED Equation.2��� называют гармониками функции �EMBED Equation.2���, коэффициенты cn называют спектральной последовательностью комплексных амплитуд. Последовательность волновых чисел и соответствующих им модулей комплексных амплитуд образует дискретный спектр периодической функции.


Пользуясь приведенными соотношениями, можно найти дискретный спектр именно периодической функции. Нахождение непрерывного спектра непериодической функции связано с переходом от конечного интервала �EMBED Equation.2��� к бесконечному и производится представлением функции в виде интеграла Фурье


�EMBED Equation.2���,�
(c)�
�
где �EMBED Equation.2��� – спектральная функция (соответствующая спектральной последовательности комплексных амплитуд):


�EMBED Equation.2���.�
(d)�
�
Соотношения (c) и (d) называют обратным и прямым преобразованиями Фурье. Дискретные аналоги этих соотношений широко используются в приложениях при обработке сигналов (в частности, при сжатии аудиоданных).


Используя формулы Эйлера, можно записать ряд Фурье 2p-периодической функции в виде


�EMBED Equation.2���.


Коэффициенты этого ряда ищутся по формулам


�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.


Для 2l-периодической функции разложение имеет вид


�EMBED Equation.2���,


где


�EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���, �EMBED Equation.2���.
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