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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ îáúåäèíåí-
íîãî êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (ñîñòàâíàÿ 
÷àñòü êóðñà «Àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ, àíàëèç»). 

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâû òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ 
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, àëãåáðà ìàòðèö è ñèñòåìû ëèíåéíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ê èçäàíèþ ãîòîâÿòñÿ âòîðàÿ è òðåòüÿ 
÷àñòè, â êîòîðûõ áóäóò èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ 
êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé, àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè è â 
ïðîñòðàíñòâå, îñíîâû òåîðèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

Ìíîãèå ðàçäåëû ñîïðîâîæäàþòñÿ êðàòêèì ïåðå÷íåì êîíòðîëü-
íûõ âîïðîñîâ è óïðàæíåíèÿìè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Åñëè 
óïðàæíåíèå çàèìñòâîâàíî èç äðóãîãî èñòî÷íèêà, òî äàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ññûëêà. 

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè 
ÏÃÓÀÑ íà îñíîâàíèè ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëè-
íàì «Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà» è «Àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ, àíàëèç». Ïîñî-
áèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ âóçîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëü-
íîñòè 230201 «Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè», îäíàêî 
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äëÿ ñòóäåíòîâ äðóãèõ ñïåöèàëüíîñòåé. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Â ïðîãðàììå ñïåöèàëüíîñòè 230201 «Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû 
è òåõíîëîãèè» ìàòåìàòèêà è ñìåæíûå ñ íåé äèñöèïëèíû çàíèìàþò 
îäíî èç âåäóùèõ ìåñò. Ïîñòðîåíèå ïðîãðàììû ïðåäïîëàãàåò, ÷òî 
êóðñû ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðåäâàðÿþò 
èçó÷åíèå îñòàëüíûõ ðàçäåëîâ. Ïîýòîìó èçëîæåíèå èìåííî ýòèõ êóð-
ñîâ äîëæíî â íàèáîëüøåé ìåðå ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèþ âàæíîé è 
íåïðîñòîé çàäà÷è – сформировать такой стиль мышления, который в 

дальнейшем будет помогать успешному применению математических 

методов в прикладных областях. 
Êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû íàñûùåí òåîðåòè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè, 

êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âåñüìà ïðîñòî äîêàçûâàþòñÿ. Ïî 
íàøåìó ìíåíèþ, â ïðîöåññå èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ýòè äîêàçàòåëüñò-
âà äîëæíû áûòü ñîõðàíåíû. Õàðàêòåð ðàññóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé òåîðèè ïîìîãàåò ðàçâèòü «àëãîðèòìè÷å-
ñêèé» ñòèëü ìûøëåíèÿ – ñòèëü, îïèðàþùèéñÿ ïðåæäå âñåãî íà 
ëîãèêó, à íå íà èíòóèöèþ. 

Ñòðóêòóðà ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ñëåäóþùàÿ. Èçëîæåíèå ìàòå-
ðèàëà ïåðâîé ãëàâû ïðåäâàðÿåòñÿ íåîáõîäèìûìè ñâåäåíèÿìè èç 
òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðèâîäÿòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Êàê ïðàâèëî, óêàçàííûå ðàçäåëû èçëàãàþòñÿ â 
ïåðâûõ ãëàâàõ ó÷åáíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îäíàêî ïî íà-
øåìó ìíåíèþ äàííûå ðàçäåëû äîëæíû ïðåäâàðÿòü èçëîæåíèå âñåãî 
êóðñà «Àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ, àíàëèç». 

Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êàê ýòî è ïðèíÿòî, ââîäèòñÿ 
àêñèîìàòè÷åñêè; çà îïðåäåëåíèåì ñëåäóþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû  
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ëèíåéíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó âåêòîðîâ-îòðåçêîâ è êîîðäèíàòíîìó (àðèôìåòè÷åñêîìó) 
ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ è áàçèñîì, ëèíåéíûì èçîìîðôèç-
ìîì, ïîíÿòèÿìè ïîäïðîñòðàíñòâà, ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ. 

Èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè ìàòðèö âî âòîðîé ãëàâå íà÷èíàåòñÿ ñ 
îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè îáúåêòàìè. 
Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê è ñòîëáöîâ, âûðîæäåííîñòè è 
ðàíãà ââîäÿòñÿ äî (è íåçàâèñèìî îò) ïîíÿòèÿ äåòåðìèíàíòà. Â ïðî-
öåññå èññëåäîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ìàòðèö. 
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Äåòåðìèíàíòû îò íóëåâîãî äî âòîðîãî ïîðÿäêîâ ââîäÿòñÿ àêñèî-
ìàòè÷åñêè. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äåòåðìè-
íàíòà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, óñòàíàâëèâàþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Ïðè-
âîäèòñÿ êðàòêèé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðÿìûõ ìåòîäîâ 
âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ. 

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òðåòüåé ãëàâå ïîë-
íîñòüþ îñíîâàíî íà ìåòîäàõ ëèíåéíîé àëãåáðû. Èçëîæåíèå ìåòîäîâ 
Ãàóññà ïîëíîñòüþ ïîäãîòîâëåíî ìàòåðèàëîì ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ, 
ïîýòîìó ñîïðîâîæäàåòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîÿñíåíèÿìè. Ïðèâîäèòñÿ 
âûâîä ôîðìóë Êðàìåðà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû. 
Êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ïîäðîáíîå 
ðàññìîòðåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî ïðè èçëîæåíèè òåîðèè 
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ). 

 



 

 

Глава 1. Основания линейной алгебры 

Â ìàòåìàòèêå èçó÷àþòñÿ àáñòðàêòíûå ñâÿçè è îòíîøåíèÿ ìåæäó 
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ýòè îòíîøåíèÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî ïðîñòû è ïî ýòîé ïðè÷èíå èõ óäàåòñÿ âûðàçèòü ñî ñòðîãî-
ñòüþ, íåäîñòóïíîé äëÿ åñòåñòâåííûõ è îáùåñòâåííûõ äèñöèïëèí. 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî окружающая действительность не 

является предметом исследования в естественных науках. Иссле-

дованию доступны только модели – умозрительные конструкции, 

которые должны отражать существенные свойства реального 

объекта. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàíî èìåííî 
ñ âûñîêîé îáùíîñòüþ ìîäåëåé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî 
àíàëèçà êîòîðûõ ïðèâëåêàþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòèêè. 

1.1. Множества 

Ñóòü аксиоматического метода ñîñòîèò â ïåðå÷èñëåíèè îñíîâ-
íûõ неопределяемых ïîíÿòèé, îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ôèêñè-
ðóþòñÿ ñèñòåìîé аксиом. Âñå îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ è îòíîøåíèÿ òåî-
ðèè âûâîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. 

Íàèáîëåå îáùèì ïîíÿòèåì ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå множе-

ства. Äàòü îïðåäåëåíèå ýòîìó ïîíÿòèþ íå óäàåòñÿ; ìîæíî ëèøü ïî-
ÿñíèòü, ÷òî áëèçêèìè ïî ñîäåðæàíèþ ÿâëÿþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê 
набор è совокупность îáúåêòîâ  (âîçìîæíî, ðàçíîðîäíûõ). Ïîäîá-
íîãî îïèñàíèÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî, òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè 
ïðèðîäà ñàìèõ îáúåêòîâ èãíîðèðóåòñÿ: ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèøü ñâîéñòâà операций, отношений ìåæäó îáúåêòàìè îï-
ðåäåëåííûõ ìíîæåñòâ (â ÷àñòíîñòè, â ëèíåéíîé àëãåáðå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè линейных пространств). 

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî îáúåêò a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì1 ìíîæå-
ñòâà A, èñïîëüçóþò çíàê принадлежности: 

a A∈ . 
Åñëè îáúåêò a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî çàïèñû-

âàþò: 

a A∉ . 

Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá 
ñîñòîèò â ïåðå÷èñëåíèè âñåõ ýëåìåíòîâ; ïðè ýòîì ñïèñîê ýëåìåíòîâ 
çàêëþ÷àþò â ôèãóðíûå ñêîáêè. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà { }1 2 3, , , { }31 2, , , 

                               
1 Îòíîøåíèå «ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòîì» çäåñü ìû òàêæå ñ÷èòàåì íåîïðåäåëÿåìûì. 
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{ }1 2 2 3, , ,  è { }3 3111 2, , , , ,  ñîñòîÿò èç òðåõ ÷èñåë 1, 2 è 3; ìíîæåñòâî 

{ }0 2 2 4 4 6 6, , , , , , ,...− − −  ñîñòîèò èç âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë, è ò.ä.1 

Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â óêàçàíèè характеристического свойст-

ва, êîòîðûì îáëàäàþò òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðèíàäëå-
æàò äàííîìó ìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë 
ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: 

{ }x x k k Z| ,= ∈2  

(÷èòàåòñÿ «ìíîæåñòâî x, òàêèõ, ÷òî x k= 2 »); çäåñü Z – ìíîæåñòâî 
öåëûõ ÷èñåë. 

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþò равными, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è 
òåõ æå ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð: 

{ } { }3 3111 2 1 2 3, , , , , , ,= . 

Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ îáëàäàåò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ðà-
âåíñòâî ÷èñåë: 

1. A A=  (ðàâåíñòâî рефлексивно). 

2. Åñëè A B= , òî B A=  (ðàâåíñòâî симметрично). 

3. Åñëè A B=  è B C= , òî A C=  (ðàâåíñòâî транзитивно). 

Îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå òðåìÿ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, íàçû-
âàþò отношением эквивалентности; ïîäîáíûå îòíîøåíèÿ íàì ÷àñòî 
áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì. 

Ìíîæåñòâî A íàçûâàþò подмножеством ìíîæåñòâà B, åñëè ëþ-
áîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Îòíî-
øåíèå «ÿâëÿòüñÿ ïîäìíîæåñòâîì» çàïèñûâàþò ïðè ïîìîùè çíàêà 
âêëþ÷åíèÿ: 

A B⊂  

(÷èòàåòñÿ «A âêëþ÷àåòñÿ â B» èëè «B âêëþ÷àåò A»). Åñëè ïðè ýòîì 
ìíîæåñòâà A è B íå ðàâíû, òî A íàçûâàþò собственным ïîäìíîæå-
ñòâîì B2. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå, ìîæíî èíà÷å ñôîðìó-
ëèðîâàòü ïîíÿòèå ðàâåíñòâà: äâà ìíîæåñòâà A è B ðàâíû òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B è ìíîæåñòâî B ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A. 

                               
1 Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â çàïèñè ìíîæåñòâà ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ 

ýëåìåíòîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ. 
2 ×àñòî çíàê «⊂» èñïîëüçóþò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîëüêî ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ, â òî âðåìÿ 

êàê äëÿ îòíîøåíèÿ «âêëþ÷àåòñÿ èëè ðàâíî» èñïîëüçóþò çíàê «⊆». 
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Ìíîæåñòâî { }∅ = , íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâà-

åòñÿ пустым. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî 
äðóãîãî. Ìíîæåñòâî { }∅ , ñîñòîÿùåå èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ñàìî 

óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. 
Объединением (èëè суммой) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò ìíîæåñò-

âî A B∪ , ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A èëè B (íåêîòîðûé ýëåìåíò 
ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí 
ïðèíàäëåæèò èëè ìíîæåñòâó A, èëè ìíîæåñòâó B). 

Пересечением (èëè произведением) ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò 
ìíîæåñòâî A B∩ , ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå 
ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ A è B (íåêîòîðûé ýëåìåíò ïðè-
íàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îä-
íîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâó A, è ìíîæåñòâó B). 

Разностью ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò ìíîæåñòâî A B\ , ñîñòîÿ-
ùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñò-
âó  A, íî íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B (íåêîòîðûé ýëåìåíò ïðèíàä-
ëåæèò ðàçíîñòè A B\  ìíîæåñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí 
îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A è íå ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó B). 

Îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè 
óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ýòè îïåðàöèè ìîæíî ÷èòàòü êàê «èëè», «è» è 
«áåç». Íàïðèìåð, çàïèñü ( )A B C∩ \  ÷èòàåòñÿ «A è B â ñêîáêàõ 

áåç C». 
Åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B ïóñòîå: 

A B∩ = ∅ , 

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B не пересекаются. Â ýòîì ñëó÷àå 
A B A\ = , B A B\ = . 

Â ïðîöåññå ðàññóæäåíèé (íî íå â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâ!), ñâÿ-
çàííûõ ñ îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè, âåñüìà ïîëåçíûìè îêàçû-
âàþòñÿ диаграммы Венна. Ìíîæåñòâà íà ýòèõ äèàãðàììàõ îáîçíà-
÷àþò â âèäå ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. 
Èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåäèíåíèÿ (ðèñ. 1.1), ïåðåñå÷åíèÿ 
(ðèñ. 1.2) è ðàçíîñòè (ðèñ. 1.3) ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ïîìîãàþò ñî-
ñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î ðåçóëüòàòàõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè. 
Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåí ðåçóëüòàò îïåðàöèè ( )A B C∪ \ . 
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A B

A B∪

 
Ðèñ. 1.1. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ 

A B

A B∩

  
Ðèñ. 1.2. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ 

A B

A B\

  
Ðèñ. 1.3. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ 

A B

C

  
Ðèñ. 1.4. Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ 

îïåðàöèè ( )A B C∪ \  

 
Ìíîãèå ñâîéñòâà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè 

ìíîæåñòâ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ðàçíîñòè 
÷èñåë, îäíàêî èìåþòñÿ è îòëè÷èÿ. 

1. A A A∪ = . 

2. A A A∩ = . 

3. A A\ = ∅ . 

4. A A∪ ∅ = . 

5. A ∩ ∅ = ∅ . 

6. A A\ ∅ = . 

7. A B B A∪ = ∪  (îáúåäèíåíèå коммутативно1). 

8. A B B A∩ = ∩  (ïåðåñå÷åíèå êîììóòàòèâíî). 

9. ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  (îáúåäèíåíèå ассоциативно2). 

10. ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  (ïåðåñå÷åíèå àññîöèàòèâíî). 

                               
1 Îò ëàò. «èçìåíÿþ». 
2 Îò ëàò. «ñîåäèíÿþ». 
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11. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  (ïåðåñå÷åíèå дистрибутивно1 

îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ). 

12. ( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B B A∪ ∩ = ∪\ \ \  (симметрическая разность 

ìíîæåñòâ). 

13. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ = ∩ ∩\ \  (ïåðåñå÷åíèå äèñòðèáóòèâíî îò-

íîñèòåëüíî ðàçíîñòè). 

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèÿõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïåðàöèé. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî 11. Íàì òðåáó-
åòñÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé: 

( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ ⊂ ∩ ∪ ∩ , 

( ) ( ) ( )A B A C A B C∩ ∪ ∩ ⊂ ∩ ∪ . 

Ïóñòü íåêîòîðûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ( )A B C∩ ∪ . 

Òîãäà îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A è, ïî ìåíüøåé ìåðå, õîòÿ áû 
îäíîìó èç ìíîæåñòâ B èëè C. Íî òîãäà îí ëèáî îäíîâðåìåííî ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâàì A è B, ëèáî îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâàì A è C. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ïåðå-
ñå÷åíèé ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩ . Îáðàòíî, ïóñòü ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò 

ìíîæåñòâó ( ) ( )A B A C∩ ∪ ∩ . Òîãäà îí ïðèíàäëåæèò èëè ïåðåñå÷å-

íèþ A B∩ , èëè ïåðåñå÷åíèþ A C∩ . Ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó A è õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ B èëè C, ò.å. ïåðå-
ñå÷åíèþ ( )A B C∩ ∪ . Ñâîéñòâî äîêàçàíî. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ðàâåíñòâà, îáúåäèíå-
íèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè ìíîæåñòâ. 

2. Â ÷åì îòëè÷èå ïîíÿòèé ïîäìíîæåñòâà è ñîáñòâåííîãî 
ïîäìíîæåñòâà? 

3 [5]. Ñòàðåéøèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñòàðåéøèé 
øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ – ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê èëè 
(âîçìîæíî) ðàçíûå? 

4 [5]. Ëó÷øèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ëó÷øèé øàõìà-
òèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ – ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê èëè (âîçìîæ-
íî) ðàçíûå? 

5. Ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 7, 9, 12 è 13. 

                               
1 Îò ëàò. «ðàñïðåäåëÿþ». 
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6. Äîêàæèòå, ÷òî ( ) ( ) ( )A B C A C B C∩ = ∩\ \ \ . 

7. Äîêàæèòå, ÷òî ( ) ( ) ( )C A B C A C B\ \ \∩ = ∪ . 

8. Äîêàæèòå, ÷òî ( ) ( ) ( )C A B C A C B\ \ \∪ = ∩ . 

9 [5]. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, äëÿ êîòîðûõ 
âûïîëíåíî A B∩ ≠ ∅ , A C∩ = ∅ , íî ( )A B C∩ = ∅\ ? 

1.2. Первоначальные сведения о комплексных числах
1
 

Ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (â ïðåäïîëîæåíèè î 
òîì, ÷òî äåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ) äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñà-
ìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë замкнуто ïî îòíîøåíèþ ê ÷åòûðåì 
àðèôìåòè÷åñêèì äåéñòâèÿì. 

Îäíàêî ìíîãèå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë2 
íå âûïîëíèìû. Íàïðèìåð, ñðåäè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåò êîðíåé 
óðàâíåíèÿ x

2 1 0+ = . Äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ 
(îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë – ê öåëûì, ðàöèîíàëüíûì è äåéñòâèòåëü-
íûì) ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó комплексных чисел C. 

Комплексным числом íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà3 ( )z a b= ,  

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äåéñòâèÿ íàä êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåìÿ àêñèîìàìè: 

1. ( ) ( ) ( )a b a b a a b b1 1 2 2 1 2 1 2, , ,+ = + + . 

2. ( ) ( )λ λ λa b a b, ,= , λ ∈ R . 

3. ( )( ) ( )a b a b a a b b a b a b1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1, , ,= − + . 

Ïåðâîå èç ÷èñåë ïàðû ( )a b,  íàçûâàåòñÿ действительной частью 

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àåòñÿ 

a z= Re . 

Âòîðîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ мнимой частью: 

b z= Im . 

×èñëî íàçûâàåòñÿ чисто мнимым, åñëè åãî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü 
ðàâíà íóëþ. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
                               
1 Ìàòåðèàë ýòîãî ïóíêòà òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. 

Ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ïóíêò ìîæíî ïðîïóñòèòü. 
2 Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé R. 
3 Ïàðà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé, åñëè óêàçàíî, êàêîé èç ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì, êàêîé – 

âòîðûì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå упорядоченного набора. 
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êîãäà ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè. Îïåðàöèè ñðàâíå-
íèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå îïðåäåëåíû. 

Äâà ÷èñëà íàçûâàþò комплексно-сопряженными, åñëè èõ äåéñò-
âèòåëüíûå ÷àñòè îäèíàêîâû, à ìíèìûå îòëè÷àþòñÿ çíàêîì: 

( ) ( )a b a b, ,
* = − . 

Äëÿ äåëåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü 
äðîáè ñëåäóåò óìíîæèòü íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå çíàìå-
íàòåëþ. Ìíèìàÿ ÷àñòü çíàìåíàòåëÿ ïîëó÷åííîé äðîáè îêàçûâàåòñÿ 
ðàâíîé íóëþ: 

( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( )

a b

c d

a b c d

c d c d

a b c d

c d c d

ac bd bc ad

c d

,

,

, ,

, ,

, ,

, ,

,

,

*

*
= =

−

−
=

+ −

+2 2
0

. 

Ìîäóëåì z  êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ( )z a b= ,  íàçûâàþò àðèôìåòè÷å-

ñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà íà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííîå: 

z zz a b= = +* 2 2 . 

Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî 
ïðàâèëàì àëãåáðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè êàæäîìó äåéñòâè-
òåëüíîìó ÷èñëó a ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ( )a,0 , ââåñòè îáî-

çíà÷åíèå 

( )i = 0 1, , 

è çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî â алгебраической форме: 

( )a b a ib, = + . 

 

×èñòî ìíèìîå ÷èñëî ( )i = 0 1,  íàçûâàþò мнимой единицей. Íàéäåì 

åãî íàòóðàëüíûå ñòåïåíè; î÷åâèäíî, i i
1 = . Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ 

àêñèîìîé 3 èìååì: 

( )( ) ( ) ( )i2 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1= = ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ = − = −, , , , ; 

( )i i i i i
3 2 1= = − = − ; 

( ) ( )i i
4 2

2 2
1 1= = − = ; 

i i i i i
5 4 1= = ⋅ = ; 
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i i i i
6 5 2 1= = = − , 

è ò.ä. 
Îáðàòèìñÿ ê öåëî÷èñëåííûì ñòåïåíÿì: 

i
i

i

0 1= = ; 

( )
i

i

i

i

i
i

− = = =
−

= −1

2

1

1
; 

( )
i

i

− = =
−

= −2

2

1 1

1
1; 

i
i

i

i
i− = = =3

4 1
, 

è ò.ä. 

Îêîí÷àòåëüíî: 

i

n k

i n k

n k

i n k

n =

=

= +

− = +

− = +













1 4

4 1

1 4 2

4 3

,

,

,

,

, k Z∈ . 

Êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó 
( )a b,  ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñò-

âèå åãî =--,*“ – òî÷êó ( )a b,  íà 

*%мCл
*“…%L Cл%“*%“2, (ðèñ. 1.5). 
Îñü àáñöèññ ýòîé ïëîñêîñòè íàçû-
âàþò д
L“2",2
ль…%L %“ью, îñü îð-
äèíàò – м…,м%L %“ью. 

`!г3м
…2%м Arg z  *%мCл
*“…%г% 

÷èñëà ( )z a b= ,  íàçûâàþò óãîë ìåæ-

äó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè è îòðåçêîì, 
ñîåäèíÿþùèì íà÷àëî êîîðäèíàò è àôôèêñ. Àðãóìåíò îïðåäåëåí ñ 
òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π. cл="…/м ƒ…=ч
…,
м arg z  àð-

ãóìåíòà íàçûâàþò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èíòåðâàëó [ )0 2; π . 

Àôôèêñû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàñïîëîæåíû íà äåéñòâèòåëü-
íîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíû íóëþ (äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ) 
èëè π (äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë). 

ϕ = arg z

z

( )z a b a ib= = +,

1

i

x

iy

 
Ðèñ. 1.5. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü 
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Àôôèêñû ÷èñëî ìíèìûõ ÷èñåë ðàñïîëîæåíû íà ìíèìîé îñè 
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ýòèõ 

÷èñåë ðàâíû ±
π
2
. 

Òàê êàê äëÿ ( )z a b= ,  âûïîëíåíî: 

( )
( )

a z z

b z z

=

=







cos arg

sin arg
, (1.1) 

òî ÷èñëî ( )z a b= ,  ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå: 

( ) ( )( )z z z i z= +cos arg sin arg , 

êîòîðóþ íàçûâàþò 2!,г%…%м
2!,ч
“*%L -%!м%L çàïèñè êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà. 

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë z1 è z2, çàäàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé 
ôîðìå: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )z z z z i z z z i z1 2 1 1 1 1 1 1= + + =cos arg sin arg cos arg sin arg  

( ) ( )( )= + + +z z z z i z z1 2 1 2 1 2cos arg arg sin arg arg , 

ò.å. C!, 3м…%›
…,, м%д3л, C
!
м…%›=ю2“ , = =!г3м
…2/ “*л=д/-
"=ю2“ . 

Â ÷àñòíîñòè: 

( ) ( )( )z z n z i n z
n n= +cos arg sin arg . 

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ - %!м3л%L l3="!=. 
Êîðíåì w zn= èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå 

óðàâíåíèÿ w z
n = . Èç ôîðìóëû Ìóàâðà ñëåäóåò, ÷òî êîðåíü n-íîé 

ñòåïåíè èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé: 

z z
z k

n
i

z k

n

n n=
+






 +

+















cos

arg
sin

arg2 2π π
, 

ãäå zn  – àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü (äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî), 

k n= −0 1 1, ,..., . 
Â àëãåáðå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè èìååò ðîâíî n êîðíåé1, ñ÷è-
òàÿ ñ êðàòíûìè. 

                               
1 Ñëåäñòâèå èç ò.í. основной теоремы алгебры. 
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Íàïðèìåð, êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 

x x
2 3 2 0− + =  

èìååò êîðíè x1 1=  è x2 2= ; 

óðàâíåíèå 

x x
2 2 5 0− + =  

èìååò êîðíè x i1 1 2= +  è x i2 1 2= − ; 

óðàâíåíèå 

x x
2 4 4 0− + =  

èìååò îäèí двукратный êîðåíü x = 2. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ÷èñëîì? 
2. ×òî íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà? Êàêîå ÷èñëî íàçûâàþò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì äàííî-
ìó? 

3. ×åìó ðàâíû äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ 
äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë? 

4. Êàêîå ÷èñëî íàçûâàþò ìíèìîé åäèíèöåé? 
5. ×òî íàçûâàþò ìîäóëåì è àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà? 
6. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû 1...3, âûïîëíèòå äåéñòâèÿ: 

a) ( ) ( )2 2 3 4 7, ,− + − ; b) ( ) ( )− − + −1 5 2 3 1, , ; c) ( )( )2 1 3 4, ,− ; d) ( )( )5 2 1 3, ,− . 

7. Âûïîëíèòå äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïðåäñòàâëåí-
íûìè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå: 

a) ( ) ( )2 2 3 1+ + −i i ; b) ( )( )5 1+ −i i ; c) ( )( )( )2 3 2 1 3+ − +i i i ; d) ( )3 2
2+ i ; 

e) ( )2
4− i ; f) ( )1

8+ i ; g) 
4 2

1

+
−

i

i
; h) 

4 3

2

−
+

i

i
. 

8. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1.1), ïðåäñòàâüòå êîìïëåêñíûå ÷èñëà 
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå (íàéäèòå ìîäóëè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ 
àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë): 

a) z = 1; b) z = −3; c) z i= −5 ; d) z i= −1 ; e) z i= +1 3 ; f) z i= −3 . 

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ { }α β, ⊂ R  ñïðàâåäëèâî 

α β
α β

+
−

=
i

i
1. 
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10. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìóàâðà, âû÷èñëèòå: 

a) ( )1
10+ i ; b) ( )3

5

+ i . 

11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ êîðíåé: 
a) 83 ; b) 814 ; c) −16 . 

12. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ: 
a) x x

2 2 2 0− + = ; b) x x
2 4 5 0− + = ; c) x x

2 6 25 0+ + = . 
13*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî z a ib= +  íå ïðèíàäëåæèò îòðèöà-

òåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè, òî íàéäåòñÿ β ∈R, òàêîå, ÷òî 

a ib a b
i

i
+ = +

+
−

2 2 1

1

β
β
. 

1.3. Сокращенная запись суммирования 

Â äàëüíåéøåì íàì áóäóò ÷àñòî âñòðå÷àòüñÿ ñóììû, ñîäåðæàùèå 
ïðîèçâîëüíîå (èëè æå âïîëíå îïðåäåëåííîå, íî áîëüøîå) ÷èñëî 
ñëàãàåìûõ. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóþò 
ñèìâîë ñóììû, îáîçíà÷àÿ âñå ñëàãàåìûå áóêâîé ñ îäíèì èëè íå-
ñêîëüêèìè èíäåêñàìè: 

a a a ai

i

n

n

=
∑ = + + +

1

1 2 ...  

(÷èòàåòñÿ «ñóììà ai ïî i îò 1 äî n»). 
Èíäåêñ i íàçûâàþò индексом суммирования. ×èñëà 1 è n íàçû-

âàþò нижним è верхним пределами суммирования. Åñëè ïðåäåëû 
ñóììèðîâàíèÿ ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî óêàçûâàþò òîëüêî èíäåêñ: 

ai

i

∑ . 

Âñå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíäåêñîâ ñóì-
ìèðîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñûâàòü ïîä íèæíèì ïðåäåëîì. Íàïðèìåð: 

a ai

i n

i

i

n

1 1≤ ≤ =
∑ ∑= . 

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ïðîïóñòèòü k-å ñëàãàåìîå, òî ïîä 
íèæíèì ïðåäåëîì ñëåäóåò çàïèñàòü íåðàâåíñòâî: 

a a a a a ai

i
i k

n

k k n

=
≠

− +∑ = + + + + +
1

1 2 1 1... ... . 
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Îáîçíà÷åíèå èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü èçìåíåíî (ãîâî-
ðÿò, ÷òî èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ немым, èëè связанным): 

a ai

i

n

k

k

n

= =
∑ ∑=

1 1

. 

Èçâåñòíûå ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé åñòåñòâåííî 
îáîáùàþòñÿ äëÿ ñèìâîëà ñóììû. 

1. Ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ, ìîæíî 
âûíîñèòü çà çíàê ñóììû: 

α αa ai

i

n

i

i

n

= =
∑ ∑=

1 1

. 

2. Åñëè ñóììèðîâàíèå èäåò ïî íåñêîëüêèì ðàçëè÷íûìè èíäåê-
ñàì, êàæäûé èç êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, òî ïîðÿ-
äîê ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî ìåíÿòü, íå ìåíÿÿ ïðåäåëîâ. Íàïðèìåð, 
äëÿ äâîéíîé ñóììû 

a aik

k

m

i

n

ik

i

n

k

m

== ==
∑∑ ∑∑=

11 11

. 

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñëàãàåìûå ñíà÷àëà ñóììè-
ðóþòñÿ ïî èíäåêñó k, à çàòåì – ïî èíäåêñó i: 

( )a a a aik

k

m

i

n

i i im

i

n

== =
∑∑ ∑= + + +

11

1 2

1

... , 

â òî âðåìÿ êàê â ïðàâîé ÷àñòè ñóììèðîâàíèå ïåðâîíà÷àëüíî âûïîë-
íÿåòñÿ ïî èíäåêñó i: 

( )a a a aik

i

n

k

m

k k nk

k

m

== =
∑∑ ∑= + + +

11

1 2

1

... . 

Ñëåäñòâèåì äâóõ ïîñëåäíèõ ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî 3. 
3. Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî íåñêîëüêèì èíäåêñàì çà çíàê âíóòðåí-

íåé ñóììû ìîæíî âûíîñèòü ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò èí-
äåêñà âíåøíåé ñóììû. Íàïðèìåð: 

a b a b b ai k

k

m

i

n

i k

k

m

i

n

k i

i

n

k

m

== == ==
∑∑ ∑∑ ∑∑= =

11 11 11

; 

λ λa b c c b aijk ij i

k

l

j

m

i

n

i ij ijk

k

l

j

m

i

n

=== ===
∑∑∑ ∑∑∑=

111 111

. 
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Åñëè îïóùåí ñèìâîë ñóììû (è íå óêàçàíû èíäåêñû ñóììèðîâà-
íèÿ), òî ñóììèðîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî òåì èíäåêñàì, êîòîðûå 
âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû. Íàïðèìåð: 

a b c a b ci i k

i

i i k∑ =  

(ãîâîðÿò, ÷òî èíäåêñ i – немой, à èíäåêñ k – свободный), 

a b c a b cik kj js

jk

ik kj js∑∑ = , 

è ò.ä. 
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ 

зависит îò ñâîáîäíîãî èíäåêñà (ïî ýòîìó èíäåêñó ñóììèðîâàíèÿ 
íåò). Òàê, äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà 

a b c a b c a b ci i k k k= + +1 1 2 2 ... 

Ïîäîáíàÿ çàïèñü ñóìì ðàñïðîñòðàíåíà â ïðèêëàäíûõ äèñöèïëè-
íàõ, îäíàêî òðåáóåò íåêîòîðîãî íàâûêà; ïî âîçìîæíîñòè ìû áóäåì 
åå èçáåãàòü. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Ðàñêðîéòå ñóììû (ïðåäñòàâüòå â ðàçâåðíóòîì âèäå): 

a) ak

k =
∑

1

5

; b) α k ks

sk

x
==
∑∑

1

2

1

3

. 

2. Âûÿñíèòå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììàõ: 

a) ak

k=
∑

1

10

; b) aks

sk ==
∑∑

3

5

2

7

; c) aijks

skji ====
∑∑∑∑

1

5

1

4

1

3

1

2

; d) aij

j ii ==
∑∑
10

1

10

. 

3. Âû÷èñëèòå: 

a) 2
1

10

k
k =
∑ ; b) 2

1

4
k

k=
∑ ; c) ( )1

2

1

5

+ +
=
∑ k k
k

; d) sk
s

k

k

2

11

3

==
∑∑ . 

1.4. Линейное пространство 

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî { }L = a b c, , , ... , ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû 

ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ïóñòü òàêæå { }U = α β γ, , , ...  – ÷èñëîâîå ìíî-

æåñòâî (åãî ýëåìåíòû ìû áóäåì íàçûâàòü скалярами). 
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå L îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà, ÿâëÿþ-

ùååñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñò-
âàì ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè). 
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Äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L îïðåäåëèì îïåðàöèè сложения è 
умножения на число, òàêèå ÷òî: 

– ñóììà ýëåìåíòîâ èç L åñòü âíîâü ýëåìåíò èç L (ìíîæåñòâî L 
замкнуто по сложению); 

– ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòà èç L íà ÷èñëî èç U åñòü âíîâü ýëåìåíò 
èç L (ìíîæåñòâî L замкнуто по умножению на скаляр). 

Ïóñòü âûïîëíåíû àêñèîìû: 

1. a b b a+ = +  (ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî). 

2. ( ) ( )a b c a b c+ + = + +  (ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî). 

3. Ñóùåñòâóåò нулевой ýëåìåíò (ноль) ïî ñëîæåíèþ 0 ∈L , òàêîé 
÷òî a 0 a+ = . 

4. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ L  ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ L , проти-

воположный элементу a по сложению: a b 0+ = . 

5. Ñóùåñòâóåò единица 1 – ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 1⋅ =a a . 

6. ( ) ( )α β αβa a=  (óìíîæåíèå íà ÷èñëî àññîöèàòèâíî). 

7. ( )α β α β+ = +a a a  (ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí äëÿ ýëåìåíòà èç 

ìíîæåñòâà L: óìíîæåíèå íà ýëåìåíò èç L äèñòðèáóòèâíî îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë). 

8. ( )α α αa b a b+ = +  (ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí äëÿ ñêàëÿðà: óì-

íîæåíèå íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ 
èç ìíîæåñòâà L). 

Òîãäà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî íàçûâàþò ли-

нейными, à ìíîæåñòâî L íàçûâàþò линейным пространством, èëè 
линейным многообразием. Åñëè ïðè ýòîì ìíîæåñòâî U ñîâïàäàåò ñ 
ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî L íàçûâàþò действительным 

линейным пространством; åñëè U ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, òî L íàçûâàþò комплексным линейным простран-

ством. 
Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò векторами1; ïðåä-

ñòàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì âåêòîðà, ÷àñòî ïîìîãàþò íàõîäèòü 
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ. 

                               
1 Â äàëüíåéøåì êàê «ãåîìåòðè÷åñêèå» âåêòîðû (векторы-отрезки), òàê è âåêòîðû ïðîèçâîëü-

íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè áóêâàìè, âûäåëÿÿ èõ ïîëó-
æèðíûì øðèôòîì. 
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Íóëåâîé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ íàçûâàþò нулевым вектором. 
Âåêòîð c íàçûâàþò разностью âåêòîðîâ a è b, åñëè c b a+ = ; çàïè-
ñûâàþò: c a b= − . 

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò нулевым, èëè тривиальным, 
åñëè îíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íóëåâîé âåêòîð. 

Àêñèîìû 1…8 ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Линейное пространство содержит только 

один нулевой вектор. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a è b – íóëåâûå âåêòîðû. Òîãäà â ñèëó àê-

ñèîì 1 è 3: 

b b a a b a= + = + = ; 

âåêòîðû a è b ñîâïàäàþò. 
Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Для любого вектора существует единст-

венный противоположный. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b è с – ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû äëÿ a: 

a b 0+ = , a c 0+ = . 
Íà îñíîâàíèè àêñèîì 1…4 èìååì 

( ) ( ) ( )b b 0 b a c b a c a b c 0 c c= + = + + = + + = + + = + = ; 

âåêòîðû b è с ñîâïàäàþò. 
Ïðåäëîæåíèå 1.4.3. Произведение любого вектора на число 0 

равно нулевому вектору. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì âåêòîð b, ïðîòèâîïîëîæíûé âåê-

òîðó a. Òîãäà 

( ) ( )0 0 0 0 1⋅ = ⋅ + = ⋅ + + = + + = + =a a 0 a a b a b a b 0 . 

Ïðåäëîæåíèå 1.4.4. Произведение нулевого вектора 0 на любое 

число равно нулевому вектору. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a – ïðîèçâîëüíûé âåêòîð; òîãäà 

( ) ( )α α α⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =0 a a a 00 0 0 . 

Ïðåäëîæåíèå 1.4.5. Произведение ненулевого вектора на число, 

не равное нулю, всегда есть ненулевой вектор. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ≠ 0 , a 0≠ . Ïðåäïîëîæèì α a 0= ; òîãäà 

( )a a a a 0 0= ⋅ = 





 = = ⋅ =1

1 1 1

α
α

α
α

α
, 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ a 0≠ . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.6. Если α и β – различные числа, и вектор a – 

ненулевой, то векторы αa  и βa  также различны. 

Ïðåäïîëîæèì α βa a= . Òîãäà ( )α βa a 0+ − = , è äîëæíî áûòü 

( )α β− =a 0, 

÷òî â ñèëó α β≠  è a 0≠  ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïðåäëîæåíèå äîêà-

çàíî. 
Ïðåäëîæåíèå 1.4.7. Если действительное линейное простран-

ство не является нулевым, то оно содержит бесконечно много 

элементов. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè âåêòîð a – íå-

íóëåâîé è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α è β íå ðàâíû, òî âåêòîðû αa  

è βa  áóäóò ðàçëè÷íû. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî òàêæå áóäåò ñîäåðæàòü áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ. 

Ïðåäëîæåíèå 1.4.8. Произведение вектора a на число –1 про-

тивоположно вектору a. 
Äåéñòâèòåëüíî: 

( ) ( )a a a a 0+ − = − = ⋅ =1 1 1 0 . 

Ïðåäëîæåíèå 1.4.9. Для любых векторов a и b разность a b−  

существует и единственна. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìîòðèì âåêòîð 

( )c a b= + −1 , 

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó âåêòîðà a è âåêòîðà, ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî âåêòîðó b. Èìååì: 

( ) ( )c b a b b a b a b a+ = + − + = + − + = + ⋅ =1 1 1 0 . 

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü âåêòîð c ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ 
âåêòîðîâ a è b: c b a+ = . Òîãäà 

( ) ( ) ( )c c b c b c b b a b= + ⋅ = + − = + + − = + −0 1 1 1 1 ; 

ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 
( )c a b= + −1 . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 

Çàìå÷àíèå 1.1. Âàæíî, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíû 
äëÿ произвольного ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (áåçîòíîñèòåëüíî ê ïðèðîäå åãî 
ýëåìåíòîâ). Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû èñêëþ÷èòåëüíî íà àêñèîìàõ 1…8. 



 

22 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Ïåðå÷èñëèòå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. 

2. Êàêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò òðèâèàëüíûì? 

1.5. Примеры линейных пространств 

1. Ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ-îòðåçêîâ. Вектором-отрезком a AB=  
íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê A è B. Ðàññòîÿíèå ìåæäó íà-
÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè íàçîâåì длиной (èëè модулем) âåêòîðà: 

a = AB . 

Ìîäóëü âåêòîðà ìû ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, ÷òî è 
ñàì âåêòîð, íî íàáðàííîé îáû÷íûì øðèôòîì: 

a = a . 

Нулевым вектором íàçîâåì âåêòîð 0, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî 
ñîâïàäàþò. Ìîäóëü íóëåâîãî âåêòîðà ðàâåí íóëþ. 

Âåêòîðû, ïàðàëëåëüíûå îä-
íîé è òîé æå ïðÿìîé, íàçîâåì 
коллинеарными. Íóëåâîé âåêòîð 
ìû áóäåì ñ÷èòàòü êîëëèíåàð-
íûì ëþáîìó äðóãîìó âåêòîðó. 

Ïóñòü âåêòîðû êîëëèíåàð-
íû. Ñîâìåñòèì èõ íà÷àëüíûå 
òî÷êè; åñëè ïðè ýòîì êîíå÷íûå 
òî÷êè îêàæóòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó 
îò (îáùåé) íà÷àëüíîé, òî âåê-
òîðû íàçûâàþòñÿ сонаправлен-

ными. Åñëè êîíå÷íûå òî÷êè 
îêàçûâàþòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû 
îò íà÷àëüíîé, òî âåêòîðû íàçû-
âàþòñÿ противоположно на-

правленными (ðèñ. 1.6). 
Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ-

îòðåçêîâ îïðåäåëèì îòíîøåíèå 
ðàâåíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
äâà âåêòîðà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè сонаправлены и 

имеют одинаковые модули (ðèñ. 1.7). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ââå-
äåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ðåôëåêñèâíî, ñèììåò-
ðè÷íî è òðàíçèòèâíî. 

a c a b

abc

a
b

c

 

Ðèñ. 1.6 Ñîíàïðàâëåííûå è ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåííûå âåêòîðû 

b

a c

a b c= =

 

Ðèñ. 1.7. Ðàâíûå âåêòîðû 
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Çàìå÷àíèå 1.2. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì äåëàòü íèêàêîãî ðàçëè÷èÿ ìåæ-
äó ðàâíûìè âåêòîðàìè, ñ÷èòàÿ èõ одним и тем же âåêòîðîì. Îäíàêî ñëåäóåò 
ïîìíèòü, ÷òî ïîòðåáíîñòè ïðàêòèêè ìîãóò ñäåëàòü öåëåñîîáðàçíûì èíîå îïðå-
äåëåíèå ðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, связанные âåêòîðû ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå òî÷êè. Скользящие 
âåêòîðû ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëåæàò íà îäíîé 
ïðÿìîé, ñîíàïðàâëåíû è èìåþò ðàâíûå ìîäóëè. 

Суммой äâóõ âåêòîðîâ a è b íà-
çîâåì âåêòîð c a b= + , çàìûêàþùèé 
ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ a è b ëî-
ìàíóþ. Ïðè ïîñòðîåíèè ëîìàíîé 
êîíå÷íàÿ òî÷êà âåêòîðà a ñîâìåùà-
åòñÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé âåêòîðà b, 
íà÷àëüíàÿ òî÷êà âåêòîðà c ñîâìåùà-
åòñÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé âåêòîðà a, êîíå÷íàÿ òî÷êà âåêòîðà c ñîâìå-
ùàåòñÿ ñ êîíå÷íîé òî÷êîé âåêòîðà b (ðèñ. 1.8). Ýòî îïðåäåëåíèå 
ñóììû âåêòîðîâ íàçûâàþò правилом треугольника. 

Произведением âåêòîðà a íà 
÷èñëî λ íàçîâåì âåêòîð c a= λ , ìî-

äóëü êîòîðîãî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ 
ìîäóëåé c a= λ  è êîòîðûé ñîíà-

ïðàâëåí âåêòîðó a ïðè λ > 0  èëè 
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí ïðè 
λ < 0  (ðèñ. 1.9). 

Îïðåäåëåííûå ïîäîáíûì îáðà-
çîì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà ÷èñëî çàìêíóòû (è ñóììà, è 

ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëî ñàìè ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ векторами-

отрезками). 
Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (àê-

ñèîìà 1) èëëþñòðèðóåòñÿ правилом 

параллелограмма (ðèñ. 1.10). 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àññîöèàòèâ-

íîñòè ñëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü âåêòîðû ( )a b c+ +  è ( )a b c+ +  

(ðèñ. 1.11). 
Íóëåì ïî ñëîæåíèþ â ïðîñòðàí-

ñòâå âåêòîðîâ-îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ 
íóëåâîé âåêòîð. Äâà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ âåêòîðà ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòàìè, ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî ñëîæåíèþ. 

a

b

c a b= +

 

Ðèñ. 1.8. Ñóììà âåêòîðîâ 

a

λ λa, > 0

λ λa, < 0

 
Ðèñ. 1.9. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà 

íà ÷èñëî 

a

a b+b

a

b

 
Ðèñ. 1.10. Êîììóòàòèâíîñòü 

ñëîæåíèÿ 
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Åäèíèöåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
÷èñëî 1. 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àññîöèàòèâ-
íîñòè óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð çàìå-
òèì, ÷òî âåêòîðû ( )α βa  è ( )αβ a  

èìåþò ðàâíûå ìîäóëè: 

( )α β α β α βa a= = =a  

( )= =αβ αβa a . 

Ïóñòü îáà ÷èñëà α è β ïîëîæè-
òåëüíû. Òîãäà 

( ) ( )α β βa a a↑ ↑ ↑ ↑ ; ( )αβ a a↑ ↑ . 

Ñëåäîâàòåëüíî: 

( ) ( )α β α βa a↑ ↑ . 

Ñîíàïðàâëåííîñòü âåêòîðîâ ( )α βa  è ( )α βa  äëÿ òðåõ äðóãèõ ñî÷å-

òàíèé çíàêîâ ÷èñåë α è β äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
Äîêàæåì âûïîëíåíèå ðàñïðåäåëèòåëüíîãî çàêîíà äëÿ âåêòîðà-

îòðåçêà (àêñèîìà 7). Ïóñòü, âíîâü, îáà ÷èñëà α è β ïîëîæèòåëüíû. 
Òîãäà òðè âåêòîðà ( )α β+ a , αa  è βa  ñîíàïðàâëåíû; ñëåäîâàòåëüíî, 

ñîíàïðàâëåíûìè áóäóò âåêòîðû ( )α β+ a  è α βa a+ . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

ìîäóëü ñóììû ñîíàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ ðàâåí ñóììå ìîäóëåé ñëà-
ãàåìûõ, ïîëó÷èì: 

( ) ( )α β α β α β α β α β α β+ = + = + = + = + = +a a a a aa a a a . 

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîíàïðàâëåííîñòü è ðàâåíñòâî ìîäóëåé 
âåêòîðîâ ( )α β+ a  è α βa a+  äëÿ òðåõ äðóãèõ ñî÷åòàíèé çíàêîâ. 

Äîêàæåì âûïîëíåíèå ðàñïðåäåëèòåëüíîãî çàêîíà äëÿ ñêàëÿðà 
(àêñèîìà 8). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, α > 0 . Ïîëüçóÿñü ïðàâè-
ëîì ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîèì âåêòîðû a b+  è ( )α a b+ . Âûïîëíå-

íèå àêñèîìû 8 ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ ïàðàëëåëîãðàììîâ (ðèñ. 1.12): 
ïðè óìíîæåíèè âåêòîðîâ a è b íà ÷èñëî α äèàãîíàëü a b+  òàêæå 
óâåëè÷èâàåòñÿ â α ðàç. 

c

b

a

b c+

a b+

(
)

(
)

a
b

c
a

b
c

+
+

=
+

+

 

Ðèñ. 1.11. Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæå-
íèÿ 
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäå-
ëåííîãî îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, 
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ 
âåêòîðîâ-îòðåçêîâ íà ñêàëÿð âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû 1…8; ñëå-
äîâàòåëüíî, äàííîå ìíîæåñòâî 
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñò-
âîì. 

2. Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. 
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíû n-é ñòåïåíè 

( )P x a xn k
k

k

n

=
=
∑

0

. 

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà íà ÷èñëî ìîæíî îïðåäåëèòü òàê æå, êàê ýòî äåëàåòñÿ â àëãåá-
ðå. Äâà ìíîãî÷ëåíà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè, åñëè ðàâíû âñå èõ êî-
ýôôèöèåíòû (èíà÷å: ìíîãî÷ëåíû ( )P xn  è ( )Q xn  ðàâíû òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåíñòâî èõ çíà÷åíèé èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì 
çíà÷åíèè x). 

Ñóììîé ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì ñ÷èòàòü ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíòû 
êîòîðîãî ðàâíû ñóììàì êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ-ñëàãàåìûõ: 

( )a x b x a b xk
k

k

n

k
k

k

n

k k
k

k

n

= = =
∑ ∑ ∑+ = +

0 0 0

. 

Ïðîèçâåäåíèåì ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëî áóäåì ñ÷èòàòü ìíîãî÷ëåí, 
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì êîýôôèöèåíòîâ èñ-
õîäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà ýòî ÷èñëî: 

( )α αa x a xk
k

k

n

k
k

k

n

= =
∑ ∑=

0 0

. 

Òîãäà âûïîëíåíèå àêñèîì 1…8 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, äëÿ 
àêñèîìû 1 èìååì: 

( ) ( )a x b x a b x b a x b x a xk
k

k

n

k
k

k

n

k k
k

k

n

k k
k

k

n

k
k

k

n

k
k

k

n

= = = = = =
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑+ = + = + = +

0 0 0 0 0 0

. 

b
a b+

a

( )α a b+
αb

αa
 

Ðèñ. 1.12. Ïðè óìíîæåíèå ñëàãàåìûõ 
íà îäíî è òî æå ÷èñëî èõ ñóììà 
òàêæå óìíîæàåòñÿ íà ýòî ÷èñëî 
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Äëÿ àêñèîìû 7: 

( ) ( )( ) ( )α β α β α β+ = + = + =
= = =
∑ ∑ ∑a x a x a a xk

k

k

n

k
k

k

n

k k
k

k

n

0 0 0

 

( ) ( )( ) ( ) ( )= + = + = +
= = = = =
∑ ∑ ∑ ∑ ∑α β α β α βa x a x a x a x a x a xk

k
k

k

k

n

k
k

k

n

k
k

k

n

k
k

k

n

k
k

k

n

0 0 0 0 0

, 

è ò.ä. 
Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ n-é ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Íóëåì ïî ñëîæåíèþ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íó-
ëåâîé ìíîãî÷ëåí 

( )θn x = 0 . 

Äâà ìíîãî÷ëåíà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó ýëåìåíòàìè ïðî-
òèâîïîëîæíû ïî ñëîæåíèþ. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1. 

3. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæ-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ÷èñåë, îáðàùàþùèõ àëãåáðàè÷åñêîå 
óðàâíåíèå x y z+ − = 0  â òîæäåñòâî. Äâà íàáîðà ( )x y z1 1 1, ,  è 

( )x y z2 2 2, ,  áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè, åñëè ðàâíû âñå èõ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ýëåìåíòû; ñóììó è ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì êàê 

( ) ( ) ( )x y z x y z x x y y z z1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,+ = + + + ; 

( ) ( )α α α αx y z x y z, , , ,= . 

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî 
ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( )x y z, , , 

( )x y z1 1 1, ,  è ( )x y z2 2 2, ,  ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ; òîãäà 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x y y z z x y z x y z1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 0 0 0+ + + − + = + − + + − = + = ; 

( )α α α α αx y z x y z+ − = + − = ⋅ =0 0 ; 

ñóììà äâóõ ðåøåíèé è ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ íà ÷èñëî α òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. 

Íóëåì ïî ñëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ íàáîð ( )0 0 0, ,  (ïðèíàäëåæíîñòü åãî 

ìíîæåñòâó ðåøåíèé ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî). Äâà íàáîðà ñ 
ïðîòèâîïîëîæíûìè ýëåìåíòàìè ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó ïî 
ñëîæåíèþ. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1. 

4. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ 
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çàäàííûå íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ôóíêöèè1 ( )f x , 

óäîâëåòâîðÿþùèå однородному дифференциальному уравнению вто-

рого порядка 

( ) ( )′′ + =f x f x 0 . 

Íà ýòîì ìíîæåñòâå îáû÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè 
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ýòèõ 
îïåðàöèé ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
(ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäíûõ, ïîñòîÿííûé ìíî-
æèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé). 

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íóëåì ïî ñëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, òî-
æäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ ( )f x = 0 . Äâå ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ 

çíàêîì, ïðîòèâîïîëîæíû ïî ñëîæåíèþ. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1. 
5. Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óïîðÿ-

äî÷åííûõ íàáîðîâ, îáðàçîâàííûõ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë2 

( )x = x x xn1 2, , ..., . 

Äâà íàáîðà ( )x = x x xn1 2, , ...,  è ( )y = y y yn1 2, , ...,  áóäåì ñ÷èòàòü 

ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû ÷èñëà, íàõîäÿùèåñÿ íà 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ: x yi i= , i n= 1,  (çàïèñü i n= 1,  îçíà÷àåò, ÷òî 

ñîîòíîøåíèå x yi i=  äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ çíà÷åíèé èíäåêñà, 

ðàâíûõ 1, 2, …, n; ÷èòàåòñÿ «i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî n»). 
Ñóììîé óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ íàçîâåì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð, 

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ñóììû ÷èñåë: 

( ) ( ) ( )x y+ = + = + + +x x x y y y x y x y x yn n n n1 2 1 2 1 1 2 2, , ..., , , ..., , , ..., . 

Ïðîèçâåäåíèåì óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà íà ÷èñëî íàçîâåì óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð, íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ 
ïðîèçâåäåíèÿ: 

( )α α α αx = x x xn1 2, , ..., . 

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä äåéñòâèòåëü-
íûìè ÷èñëàìè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì 
îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî 
âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû 1…8. 

                               
1  Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå çàäàíà числовая функция, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñò-

âà ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ÷èñëî. 
2 Ïîäîáíûå íàáîðû ÷àñòî íàçûâàþò кортежами. 



 

28 

Äîêàæåì, íàïðèìåð, êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ: 

( ) ( ) ( )x x x y y y x y x y x yn n n n1 2 1 2 1 1 2 2, , ..., , , ..., , , ...,+ = + + + =  

( ) ( ) ( )= + + + = +y x y x y x y y y x x xn n n n1 1 2 2 1 2 1 2, , ..., , , ..., , , ..., , 

Äîêàæåì ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí äëÿ ñêàëÿðà: 

( ) ( )( ) ( )α αx x x y y y x y x y x yn n n n1 2 1 2 1 1 2 2, , ..., , , ..., , , ...,+ = + + + =  

( ) ( ) ( )( )= + + + =α α αx y x y x yn n1 1 2 2, , ...,  

( )= + + + =α α α α αx y ax y x yn n1 1 2 2, , ...,  

( ) ( )= + =α α α α α αx x x y y yn n1 2 1 2, , ..., , , ...,  

( ) ( )= +α αx x x y y yn n1 2 1 2, , ..., , , ..., . 

Âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ àêñèîì äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íóëåì 
ïî ñëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç n íóëåé: 

( )0 = 0 0 0, , ..., . 

Äâà íàáîðà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó ýëåìåíòàìè ïðîòèâî-
ïîëîæíû ïî ñëîæåíèþ. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ÷èñåë 
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò â ëè-
íåéíîé àëãåáðå îñîáîå çíà÷åíèå; åãî íàçûâàþò координатным (èëè 
арифметическим) ïðîñòðàíñòâîì. 

1.6. Линейная зависимость 

Ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé â ï. 
1.4 ñèñòåìîé àêñèîì. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ñëåäñòâèÿ ýòèõ 
àêñèîì òàêæå èìåþò ñèëó äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Âìåñòå ñ ýòèì ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî 
ýëåìåíòàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü îáúåêòû ðàçëè÷íîé 
ïðèðîäû. Ïðèðîäà ýëåìåíòîâ, êàê è îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ðàâåí-
ñòâà, îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îêàçûâàþò âëèÿ-
íèå è íà õàðàêòåð ðàññóæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûâîäà ðàçëè÷-
íûõ ïîëîæåíèé, è íà «íàãëÿäíîñòü» ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññóæäåíèÿ óäàåòñÿ ïðîâîäèòü 
ñðåäñòâàìè àëãåáðû, îïèðàÿñü â îñíîâíîì íà ñâîéñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ-îòðåçêîâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû äîïóñêàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïîýòîìó âàæíåéøåé 
çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñïîñîáà, ïîçâîëÿþùåãî взаимно одно-
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значно1 ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòû êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåí-
òàì ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è 
ïîñâÿùåíû ïï. 1.6…0. 

Ïóñòü α1, α2, …, αn – ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà. Линейной 

комбинацией êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ a1, a2, …, an ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñóììà 

α α α αk k

k

n

n na a a a
=
∑ = + + +

1

1 1 2 2 ... . 

Åñëè âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ 
a1, a2, …, an: 

x a=
=
∑α k k

k

n

1

, 

òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð x линейно выражается ÷åðåç âåêòîðû 
a1, a2, …, an. 

×èñëà α1, α2, …, αn íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, òî ëèíåéíàÿ 
êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ тривиальной (простейшей). Åñëè õîòÿ áû 
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 
íàçûâàåòñÿ нетривиальной. 

Ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, …, an ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò 
линейно зависимой, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó: 

α k k

k

n

a 0
=
∑ =

1

. 

Åñëè òàêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåò, òî ñèñòåìó âåêòîðîâ 
a1, a2, …, an íàçûâàþò линейно независимой. Ñèñòåìà, íå ñîäåðæà-
ùàÿ íè îäíîãî âåêòîðà, ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîé. 

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ n-мерным, åñëè â íåì ìîæ-
íî âûäåëèòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, íî ëþáûå n +1 âåê-
òîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïðè ýòîì ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ размерно-

стью ïðîñòðàíñòâà L è îáîçíà÷àåòñÿ 

n L= dim . 

                               
1 Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè: 

 1) êàæäîìó ýëåìåíòó a A∈  ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b B∈ ; 
 2) êàæäîìó ýëåìåíòó b B∈ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a A∈ . 



 

30 

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò бесконечномерным, åñëè â íåì 
ìîæíî âûäåëèòü ëþáîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Äàëåå 
(åñëè íå óêàçàíî îáðàòíîå) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå 
ïðîñòðàíñòâà. 

Òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò íóëåâóþ ðàçìåðíîñòü 
(â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäèí – íóëå-
âîé! – âåêòîð, áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé). 

Òåîðåìà 1.6.1. Для того чтобы система векторов a1, a2, …, an 
была линейно зависимой, необходимо и достаточно, чтобы хотя 

бы один из векторов линейно выражался через остальные. 
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòîðû a1, a2, …, an ëèíåéíî 

çàâèñèìû: 

α k k

k

n

a 0
=
∑ =

1

, 

ïðè÷åì ñðåäè ÷èñåë α1, α2, …, αn åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ. 
Ïóñòü αm ≠ 0 ; òîãäà, ïåðåíîñÿ m-å ñëàãàåìîå â äðóãóþ ÷àñòü è 

ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íà − αm , ïîëó÷èì: 

a am

m

k k

k
k m

n

= −
=
≠

∑
1

1α
α . 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âåêòîð am ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ 
÷åðåç îñòàëüíûå: 

a am k k

k
k m

n

=
=
≠

∑α
1

. 

Ïîëàãàÿ αm = − ≠1 0  è ïåðåíîñÿ am â äðóãóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì íå-

òðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ðàâíóþ íóëåâîìó âåêòîðó: 

α k k

k

n

a 0
=
∑ =

1

. 

Äâà âåêòîðà ( )a = a a an1 2, ,...,  è ( )b = b b bn1 2, ,...,  êîîðäèíàòíîãî 

ïðîñòðàíñòâà Kn ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ 
êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû: 

a

b

a

b

a

b

n

n

1

1

2

2

= = = =... λ . 
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Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå a b1 1= λ , a b2 2= λ , …, a bn n= λ  è 

âåêòîð a ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð b: 

a b= λ . 

Òåîðåìà 1.6.2. Если среди векторов системы a1, a2, …, an име-

ется хотя бы один нулевой вектор, то система линейно зависи-

ма. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a 0m = . Òîãäà ýòîò âåêòîð ìîæíî ëèíåéíî 

âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå: a am k

k
k m

n

= ⋅
=
≠

∑0
1

. 

Òåîðåìà 1.6.3. Если часть системы a1, a2, …, an линейно зави-

сима, то и вся система линейно зависима. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ ïåðâûõ m âåêòîðîâ âûïîëíåíî 

α k k

k

m

a 0
=
∑ =

1

, 

ïðè÷åì ñðåäè ÷èñåë α1, α2, …, αm åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ. Íî òîãäà 
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ è ðàâíàÿ íóëþ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 
âñåõ âåêòîðîâ ñèñòåìû: 

α k k

k

m

k

k m

n

a a 0
= = +
∑ ∑+ ⋅ =

1 1

0 . 

Òåîðåìà 1.6.4. Если система линейно независима, то любая ее 

часть также линейно независима (î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷àñòü ñèñòå-
ìû ëèíåéíî çàâèñèìà, òî â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû âñÿ ñèñòåìà 
òàêæå äîëæíà áûòü ëèíåéíî çàâèñèìà). 

Â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ-îòðåçêîâ äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 
âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ – íóëåâîé, 
òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïóñòü âåêòîðû a è b íåíóëåâûå; òîãäà èç 
îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà-îòðåçêà íà ÷èñëî ñëåäóåò 
ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà λ, òàêîãî, ÷òî a b= λ . Ïîýòîìó èìååòñÿ íóëå-

âàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ: 

( )1⋅ + − =a b 0λ . 
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Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò íóëåâàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ 
êîìáèíàöèÿ α βa b 0+ = . Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè α ≠ 0 . Òîãäà 

a b b= − =
β
α

λ . 

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð a êîëëèíåàðåí âåêòîðó b. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ? 
2. Êàêóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íàçûâàþò òðèâèàëüíîé (íåòðè-

âèàëüíîé)? 
3. Êàêóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ íàçûâàþò ëèíåéíî çàâèñèìîé (ëè-

íåéíî íåçàâèñèìîé)? 
4. ×òî íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà? 
5. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé 

çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. 
6. Áóäóò ëè â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ-îòðåçêîâ ëèíåéíî çàâèñèìû 

òðè âåêòîðà, ïàðàëëåëüíûå îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè? 

1.7. Базис и координаты 

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ 
e1, e2, …, en ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ базисом, åñëè 
ëþáîé âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà L ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû 
e1, e2, …, en: 

x e=
=
∑ xk k

k

n

1

. 

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàþò разложением âåêòîðà x ïî áàçè-
ñó e1, e2, …, en. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè x1, x2, …, xn 
íàçûâàþò координатами âåêòîðà x â áàçèñå e1, e2, …, en. 

Çàïèñûâàþò: 

( )x = x x xn1 2, , ..., , 

èëè: 
( )x = xk , k n= 1, . 

Òåîðåìà 1.7.1. Если размерность линейного пространства 

равна  n, то любые n линейно независимых векторов этого про-

странства образуют базис. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, e2, …, en ëèíåéíî íå-

çàâèñèìà. Äîáàâèì ê íåé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ 
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ñèñòåìà áóäåò ñîäåðæàòü n +1 âåêòîð è îêàæåòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìîé, ò.å. ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

α α0

1

x e 0+ =
=
∑ k k

k

n

 

âîçìîæíà ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
Â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîýôôèöèåíò α0 äîëæåí áûòü îò-

ëè÷íûì îò íóëÿ (èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàæåòñÿ, ÷òî âåêòîðû 
e1, e2, …, en ëèíåéíî çàâèñèìû). Ïîýòîìó 

x e= −
=
∑

1

0 1α
xk k

k

n

; 

âåêòîð x ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû e1, e2, …, en. 
Òåîðåìà 1.7.2. Если линейное пространство имеет базис, со-

стоящий из n векторов, то размерность пространства равна n. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû e1, e2, …, en îáðàçóþò áàçèñ. Òî-

ãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ñïðàâåäëèâî 

x e=
=
∑ xk k

k

n

1

, 

xk k

k

n

e x 0
=
∑








 − =

1

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ñèñòåìà èç n +1 âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâè-
ñèìà. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Òåîðåìà 1.7.3. Размерность координатного пространства, 

элементами которого являются упорядоченные наборы из n чи-

сел, равна n. 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî n âåêòîðîâ 

( )
( )

( )

e

e

e

1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=

=

=

, , ...,

, , ...,

...

, , ...,n

 

îáðàçóþò áàçèñ. Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 

( )α α α αk k

k

n

ne
=
∑ =

1

1 2, , ..., . 
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Ðàâåíñòâî ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íóëåâîìó âåêòîðó 
( )0 = 0 0 0, , ...,  âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû αk 

ðàâíû íóëþ; ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû e1, e2, …, en ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû. 

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ( )x = x x xn1 2, , ...,  èìååì ðàç-

ëîæåíèå 

( )x x x xn k k

k

n

1 2

1

, , ..., =
=
∑ e ; 

ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû e1, e2, …, en îáðàçóþò áàçèñ. 
Çàìå÷àíèå 1.3. Áàçèñ, èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåé òåî-

ðåìû, èíîãäà íàçûâàþò естественным áàçèñîì n-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. 

Òåîðåìà 1.7.4. Любая линейно независимая система векторов 

конечномерного пространства может быть дополнена до базиса. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, e2, …, em ëèíåéíî 
íåçàâèñèìà. Åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà. 
Ïóñòü îíà íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì; òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð em+1 , êîòî-

ðûé ÷åðåç âåêòîðû ñèñòåìû ëèíåéíî íå âûðàæàåòñÿ. Äîáàâëÿÿ ýòîò 
âåêòîð ê ñèñòåìå, ïîëó÷èì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, ñîäåðæà-
ùóþ m +1 âåêòîð: 

e e e e1 2 1, , ..., ,m m+ . 

Åñëè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî òåîðåìà ñïðàâåä-
ëèâà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âíîâü äîáàâèì âåêòîð, è ò.ä. Â ñèëó êî-
íå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà óêàçàííûé ïðîöåññ íå ìîæåò ïî-
âòîðÿòüñÿ áåñêîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, íà íåêîòîðîì øàãå áóäåò 
ïîëó÷åí áàçèñ. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Òåîðåìà 1.7.5. Разложение вектора x по базису единственно. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàðÿäó ñ ðàçëîæåíèåì 

x e=
=
∑ xk k

k

n

1

 

ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå 

x e= ′
=
∑ xk k

k

n

1

. 
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Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàçëîæåíèå èç ïåðâîãî è ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììè-
ðîâàíèÿ, ïîëó÷èì: 

( )x xk k k

k

n

− ′ =
=
∑ e 0

1

. 

Áàçèñíûå âåêòîðû e1, e2, …, en ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó èõ 
íóëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äîëæíà áûòü òðèâèàëüíîé: 

x xk k− ′ = 0 , k n= 1, , 

x xk k= ′ , k n= 1, . 

Òåîðåìà 1.7.6. Все координаты нулевого вектора равны нулю 

при любом выборе базиса. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â íåêîòîðîì áàçèñå õîòÿ áû îäíà èç êîîð-

äèíàò xk íóëåâîãî âåêòîðà îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà 

xk ke 0= , 

e 0k = , 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áàçèñà (íàëè÷èå ñðåäè áàçèñíûõ 
âåêòîðîâ íóëåâîãî âåêòîðà äîëæíî ñäåëàòü ñèñòåìó áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ ëèíåéíî çàâèñèìîé). 

Òåîðåìà 1.7.7. При сложении двух любых векторов линейного 

пространства их координаты складываются. При умножении 

любого вектора на число λ все координаты этого вектора умно-

жаются на λ. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû e1, e2, …, en ñîñòàâëÿþò áàçèñ è 

ïóñòü â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x è y ðàâíû ( )xk  è ( )yi , 

ñîîòâåòñòâåííî. 
Èç àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò: 

( ) ( )x y e e e e e+ = + = + = +
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑x y x y x yk k

k

n

k k

k

n

k k k k

k

n

k k k

k

n

1 1 1 1

; 

( )λ λ λx e e= =
= =
∑ ∑x xk k

k

n

k k

k

n

1 1

. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà? 
2. Ïðè êàêîì óñëîâèè n âåêòîðîâ áóäóò ÿâëÿòüñÿ áàçèñîì n-

ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà? 
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3. Êàêîâà âçàèìîñâÿçü ìåæäó òåîðåìîé 1.7.7 è îïðåäåëåíèåì êî-
îðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà? 

1.8. Изоморфизм линейных пространств 

Êàê ïîêàçàíî â ïï. 1.6 è 1.7, îïðåäåëåíèå áàçèñà ïîçâîëÿåò êà-
æäîìó ýëåìåíòó ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âçàèìíî 
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíò êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè 
ýòîì (независимо îò êîíêðåòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà, ñóììû è 
ïðîèçâåäåíèÿ íà ÷èñëî â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå) êîîðäèíàòû ñóì-
ìû áóäóò ðàâíû ñóììàì êîîðäèíàò; êîîðäèíàòû ïðîèçâåäåíèÿ âåê-
òîðà íà ÷èñëî áóäóò ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì êîîðäèíàò âåêòîðà íà ýòî 
÷èñëî. 

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ изоморфными (òî÷íåå, 
линейно изоморфными), åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè x ∈ X  è y ∈Y  ìîæ-

íî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òàê, ÷òî: 
1. Åñëè âåêòîð x1 ∈ X  ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó y1 ∈Y  è âåêòîð 

x 2 ∈ X  ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó y2 ∈Y , òî ñóììå x x1 2+  âåêòîðîâ ïðî-

ñòðàíñòâà X ñîîòâåòñòâóåò ñóììà y y1 2+  âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Y. 

2. Åñëè âåêòîð x ∈ X  ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó y ∈Y , òî ïðîèçâåäå-

íèþ αx  âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà X íà ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäå-

íèå αy  âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Y íà ýòî æå ÷èñëî. 

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ – ýòî 
взаимно-однозначное соответствие, сохраняющее линейные опе-

рации. 
Íà ìíîæåñòâå { }L L1 2, , ... , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íûå ïðîñòðàíñòâà, îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì 
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðåôëåêñèâíîñòü î÷åâèäíà (åñëè âåêòîð x ∈ X  ñî-
ïîñòàâèòü ýòîìó æå âåêòîðó, òî ïðîñòðàíñòâî X îêàæåòñÿ èçîìîðô-
íûì ñàìîìó ñåáå). Ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóþò èç 
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ñîîòâåòñòâèÿ. 

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 

α k k

k

n

x
=
∑

1

 

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 
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α k k

k

n

y
=
∑

1

 

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Y. Ïîýòîìó èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ëèíåéíóþ 
çàâèñèìîñòü (ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåòñò-
âóåò ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâà Y, è íàîáîðîò). 

Èç ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïðîèçâåäåíèþ 0 ⋅x  
ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå 0 ⋅ y  ïðîñòðàíñòâà Y; 

ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò íóëåâîé âåêòîð 
(íóëþ ïî ñëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåòñòâóåò íîëü ïðîñòðàíñò-
âà Y). 

Òåîðåìà 1.8.1. Любое n-мерное линейное пространство изо-

морфно n-мерному координатному пространству Kn. 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûáåðåì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L áà-
çèñ e1, e2, …, en (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó òåîðåì ï. 1.7) è 
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó 

x e=
=
∑ xk k

k

n

1

 

ïðîñòðàíñòâà L åãî êîîðäèíàòû ( )x x x Kn n1 2, , ,K ∈ . 

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà x ïî áàçèñó òàêîå 
ñîîòâåòñòâèå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Äàëåå, êîîðäèíàòû ñóì-
ìû âåêòîðîâ ðàâíû ñóììàì êîîðäèíàò ñëàãàåìûõ, è êîîðäèíàòû 
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì êîîðäèíàò íà 
ýòî ÷èñëî: 

( )x y e+ = +
=
∑ x yk k k

k

n

1

, ( )α αx e=
=
∑ xk k

k

n

1

. 

Ïîýòîìó òàêîå ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåò ëèíåéíûå îïåðàöèè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì. 

Òåîðåìà 1.8.2. Два пространства изоморфны тогда и только 

тогда, когда их размерность одинакова. 

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû. Òàê 
êàê èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, òî 
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â èçîìîðôíûõ 
ïðîñòðàíñòâàõ îäíî è òî æå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâ îäèíàêîâà. 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ îäèíà-
êîâà è ðàâíà n. Òîãäà êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîðôíî 
n-ìåðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó â ñèëó òðàíçèòèâ-
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íîñòè îòíîøåíèÿ ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû 
äðóã äðóãó. 

Êàê ñëåäñòâèå, два пространства не изоморфны тогда и толь-

ко тогда, когда их размерность различна. 
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ èçîìîð-

ôèçìà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî все пространства равной размерности 

изоморфны друг другу. 
Ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîå íà êàêîì-ëèáî 

ìíîæåñòâå M, ðàçáèâàåò ýòî ìíîæåñòâî íà классы эквивалентности 
– ìíîæåñòâà M1, M 2, …, ñîäåðæàùèå ðàâíûå (â ñìûñëå îïðåäåëåí-
íîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè) äðóã äðóãó ýëåìåíòû. Íàïðèìåð, 
îáû÷íîå îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 
(÷èñåë âèäà m n , ãäå m è n – öåëûå) ðàçáèâàåò ýòî ìíîæåñòâî íà 

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êàæäûé èç êîòîðûõ âìåñòå ñ ÷èñëîì m n  

âêëþ÷àåò âñå ÷èñëà âèäà km kn , k Z∈ . 

Îòíîøåíèå ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà ðàçáèâàåò âñå ìíîæåñòâî 
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íà êëàññû, ñîäåðæàùèå ïðîñòðàíñòâà ðàâíîé 
ðàçìåðíîñòè. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò èçîìîðôíûìè? 
2. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èçî-

ìîðôíîñòè äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. 

1.9. Подпространства и линейные оболочки 

Åñëè ïîäìíîæåñòâî ′L  ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L çàìêíóòî 
îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ â L îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà 
÷èñëî, òî ′L  íàçûâàþò подпространством (òî÷íåå, линейным 

подпространством) ïðîñòðàíñòâà L. 
Òðèâèàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî { }0  è ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîâïà-

äàþùåå ñ èñõîäíûì, íàçûâàþò несобственными; îñòàëüíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàþò собственными. 

Òåîðåìà 1.9.1. Подпространство ′L  пространства L само яв-

ляется линейным пространством. 
Ïî îïðåäåëåíèþ, ′L  çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ íà ÷èñëî. Òàê êàê ′ ⊂L L , òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñò-
âà ′L  âûïîëíåíû àêñèîìû 1, 2, 5, …, 8. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå àêñèîì 3 (íàëè÷èå íóëÿ) è 4 
(íàëè÷èå ýëåìåíòà, ïðîòèâîïîëîæíîãî ïî ñëîæåíèþ). 
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Ïóñòü x ∈ ′L . Â ñèëó çàìêíóòîñòè ′L  îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ 
íà ÷èñëî èìååì 

( )− = − ∈ ′x x1 L ; 

àêñèîìà 4 âûïîëíåíà. Íî òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè ′L  îòíîñèòåëüíî 
ñëîæåíèÿ 

( )0 x x= + − ∈ ′L ; 

àêñèîìà 3 òàêæå âûïîëíåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Òåîðåìà 1.9.2. Любая линейно независимая система векторов 

подпространства ′L  линейно независима в пространстве L. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, …, am ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ′L  ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Òàê êàê ′L  ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì L è îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàöèé â ′L  è L ñîâïàäàþò, òî 
ðàâåíñòâî 

α k k

k

m

a 0
=
∑ =

1

 

â ïðîñòðàíñòâå L èìååò ñìûñë è âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òðèâèàëüíîé 
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. 

Òåîðåìà 1.9.3. Размерность подпространства ′L  не выше раз-

мерности исходного пространства L. 

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü n L= dim , m L= ′dim , ïðè÷åì 
m n> . Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ′L  èìåþòñÿ m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 
âåêòîðîâ, êîòîðûå â ïðîñòðàíñòâå L áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî 
íåâîçìîæíî â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Ïóñòü äàíû ïðîñòðàíñòâî L è äâà åãî ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2. 
Òîãäà äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ êàê äëÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà L èìåþò 
ñìûñë îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ. Ñëåäóþùèå òåîðåìû 
óñòàíàâëèâàþò ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè âûïîëíåíèè 
ýòèõ îïåðàöèé. 

Òåîðåìà 1.9.4. Пересечение двух подпространств L1 и L2 про-

странства L также является подпространством. 
Ïóñòü L L L3 1 2= ∩ , { }x y, ⊂ L3. Òîãäà { }x y, ⊂ L1  è { }x y, ⊂ L2 . Ðàñ-

ñìàòðèâàÿ âåêòîðû x è y êàê ýëåìåíòû ïîäïðîñòðàíñòâà L1, ïðèõî-
äèì ê çàêëþ÷åíèþ ÷òî ñóììà x y+  è ïðîèçâåäåíèå αx  

ïðèíàäëåæàò L1. Ðàññìàòðèâàÿ ýòè âåêòîðû êàê ýëåìåíòû ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L2, íàõîäèì, ÷òî ñóììà x y+  è ïðîèçâåäåíèå αx  ïðèíàä-

ëåæàò òàêæå è ïîäïðîñòðàíñòâó L2. Íî òîãäà ñóììà è ïðîèçâåäåíèå 



 

40 

ïðèíàäëåæàò ïåðåñå÷åíèþ L L L3 1 2= ∩ ; ñëåäîâàòåëüíî, L3 ÿâëÿåòñÿ 

ïîäïðîñòðàíñòâîì. 
Òåîðåìà 1.9.5. Размерность пересечения двух пространств 

L L1 2∩  не выше наибольшей из размерностей dim L1, dim L2 . 

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå L L1 2∩  ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì êàæäîãî èç ïðîñòðàíñòâ L1 è L2 (â ñèëó ïðåäûäóùåé 
òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ); òîãäà åãî 
ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò ïðåâûøàòü íè ðàçìåðíîñòè L1, íè ðàçìåðíî-
ñòè L2. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Ñóììîé (îáúåäèíåíèåì) ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 ïðîñòðàíñòâà L 
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L L1 2+  âñåõ âåêòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå 

x x x= +1 2 , 

ãäå x1 1∈ L , x2 2∈L . 

Òåîðåìà 1.9.6. Сумма двух подпространств L1 и L2 простран-

ства L также является подпространством. 
Ïóñòü L L L3 1 2= + , { }x y, ⊂ L3 ; òîãäà x x x= +1 2  è y y y= +1 2 , ãäå 

{ }x y1 1 1, ⊂ L  è { }x y2 2 2, ⊂ L . 

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî L3 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñò-
âîì ìíîæåñòâà L. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 1∈ L  è x2 2∈L , òî îáà ýòèõ 

âåêòîðà ïðèíàäëåæàò è ìíîæåñòâó L; ïîýòîìó â ñèëó çàìêíóòîñòè L 
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñóììà x x1 2+  òàêæå ïðèíàäëåæèò L. 

Äàëåå, 

( ) ( ) ( ) ( )x y x x y y x y x y+ = + + + = + + + ∈1 2 1 2 1 1 2 2 3L , 

( )α α α αx x x x x= + = + ∈1 2 1 2 3L ; 

ìíîæåñòâî L3 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà 
÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, L3 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì. 

Òåîðåìà 1.9.7. Размерность суммы двух пространств L L1 2+  не 

ниже наибольшей из размерностей dim L1, dim L2 . 

Ïóñòü x1 1∈ L , x2 2∈ L . Òàê êàê 0 ∈ L1 è 0 ∈ L2 , òî 

x x 01 1 1 2= + ∈ +L L , 

x 0 x2 2 1 2= + ∈ +L L ; 

ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ L1 è L2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ñóììû L L1 2+ . Íî òîãäà íè ðàçìåðíîñòü L1, íè ðàçìåð-

íîñòü L2 íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàçìåðíîñòü L L1 2+ . 
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Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ +L L1 2  ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 

x x x= +1 2  

åäèíñòâåííî, òî ñóììà ïðîñòðàíñòâ L1 è L2 íàçûâàåòñÿ прямой сум-

мой è îáîçíà÷àåòñÿ L L1 2⊕ . 

Òåîðåìà 1.9.8. Сумма L L1 2+  является прямой суммой тогда и 

только тогда, когда пересечение L L1 2∩  равно тривиальному 

пространству (ò.å. êîãäà L1 è L2 íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì íóëÿ). 

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ +L L1 2  ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå 

x x x= +1 2  

åäèíñòâåííî. 
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ ∩L L1 2 . Î÷åâèäíî, îí 

òàêæå ïðèíàäëåæèò è ñóììå L L1 2+  (ñì. ïðåäûäóùóþ òåîðåìó), ïî-

ýòîìó åãî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä 

y y y= +  

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî y ∈L1  è y ∈L2 ); ïðèáàâëÿÿ ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñ-

òè âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé y ïî ñëîæåíèþ, ïîëó÷èì: 

y 0= . 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà L1 è L2 íå èìåþò 
îáùèõ ýëåìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåê-
òîðà x ∈ +L L1 2  ñóùåñòâóþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ x x x= +1 2  è 

x x x= ′ + ′1 2 . Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàçëîæåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì: 

( ) ( )x x x x 01 1 2 2− ′ + − ′ = , 

x x x x1 1 2 2− ′ = − ′ . 

Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ âåêòîð, ïðèíàä-
ëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó L1, à â ïðàâîé – âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé L2. 
Òàê êàê åäèíñòâåííûì îáùèì âåêòîðîì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ 
íóëåâîé, òî 

x x x x 01 1 2 2− ′ = − ′ = , 

îòêóäà x x1 = ′  è x x2 2= ′ ; ïðåäñòàâëåíèÿ x x x= +1 2  è x x x= ′ + ′1 2  ñîâïà-

äàþò. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè, óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå линейной оболочки. 

Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âûáðàíà ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ a1, a2, …, am. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé 

x a=
=
∑α k k

k

m

1

 

íàçûâàåòñÿ линейной оболочкой äàííîé ñèñòåìû è îáîçíà÷àåòñÿ1 

( )L ma a a1 2, , ..., . 

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïóñòîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ïî îïðåäåëåíèþ 
ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ( )L 0  è ðàâíà òðèâèàëüíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó { }0 . 

Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ìîæåò áûòü äî-
ïîëíåíà äî áàçèñà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíî çà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü сокращена äî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé 
òàê, ÷òî åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé. 

Òåîðåìà 1.9.9. Из любой конечной системы векторов может 

быть выделена линейно независимая подсистема, линейная обо-

лочка которой совпадает с линейной оболочкой исходной систе-

мы. 

Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, …, am ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî òåî-
ðåìà ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü ñèñòåìà a1, a2, …, am ëèíåéíî çàâèñèìà. 
Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð ai, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñ-
òàëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû: 

a ai k k

k
k i

m

=
=
≠

∑β
1

. 

Ïðè óäàëåíèè ýòîãî âåêòîðà èç ñèñòåìû åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íå 
èçìåíèòñÿ, òàê êàê ëþáîé âåêòîð 

x a=
=
∑α k k

k

m

1

 

                               
1 Èíîãäà èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå [a1, a2, …, am] èëè span(a1, a2, …, am). 
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ 
ñèñòåìû a1, a2, …, ai-1, ai+1, …, am, íå ñîäåðæàùåé âåêòîðà ai: 

( )x a a a a= = + = +
= =

≠
=
≠

=
≠

∑ ∑ ∑ ∑α α α β α α βk k

k

m

k k

k
k i

m

i k k

k
k i

m

k i k k

k
k i

m

1 1 1 1

. 

Åñëè ñèñòåìà a1, a2, …, ai-1, ai+1, …, am ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî 
òåîðåìà ñïðàâåäëèâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò âíîâü óäàëèòü 
âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ, è ò.ä. Â ñè-
ëó êîíå÷íîñòè ñèñòåìû a1, a2, …, am ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óäà-
ëåíèÿ íà î÷åðåäíîì ýòàïå ïðèâåäåò ê ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñ-
òåìå (âîçìîæíî, íå ñîäåðæàùåé íè îäíîãî âåêòîðà). 

Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, ÷òî линейное про-

странство есть линейная оболочка любого из своих базисов. Äâå 
ñëåäóþùèå òåîðåìû óñòàíàâëèâàþò ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïî-
íÿòèÿìè подпространства è линейной оболочки. 

Òåîðåìà 1.9.10. Линейная оболочка любой системы векторов 

пространства L является подпространством пространства L. 
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ( )L ma a a1 2, , ...,  

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà L (â ñèëó çàìêíóòîñòè L ïî 
ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ íà ÷èñëî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåê-
òîðîâ ïðîñòðàíñòâà L òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà). 

Ïóñòü âåêòîðû x è y ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå 
( )L ma a a1 2, , ..., : 

x a=
=
∑α k k

k

m

1

, 

y a=
=
∑βk k

k

m

1

 

(òàêèå âåêòîðû âñåãäà ìîæíî íàéòè, òàê êàê ëþáàÿ ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, íóëåâîé âåêòîð). Òîãäà: 

( ) ( )x y a a a a a a+ = + = + ∈
= = =
∑ ∑ ∑α β α βk k

k

m

k k

k

m

k k k

k

m

mL
1 1 1

1 2, , ..., , 

( ) ( )λ λ α λαx a a a a a= = ∈
= =
∑ ∑k k

k

m

k k

k

m

mL
1 1

1 2, , ..., ; 

ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ 
íà ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì. 
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Êàê ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì, îòìåòèì, ÷òî размер-

ность линейной оболочки ( )L ma a a1 2, , ...,  равна максимальному 

числу линейно независимых векторов, входящих в систему 

a1, a2, …, am. 

Òåîðåìà 1.9.11. В конечномерном пространстве любое подпро-

странство есть линейная оболочка некоторой системы векто-

ров. 
Äåéñòâèòåëüíî, â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî òàêæå êîíå÷íîìåðíî (èìååò ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâûøàþ-
ùóþ ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà). Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî 
òðèâèàëüíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ( )L 0  ñâîåãî íóëå-

âîãî âåêòîðà è òåîðåìà ñïðàâåäëèâà. 
Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî íåòðèâèàëüíî. Òîãäà îíî èìååò áàçèñ 

a1, a2, …, am 

è âêëþ÷àåò òàêèå è òîëüêî òàêèå âåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ 

x a=
=
∑α k k

k

m

1

, 

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñâîåãî áàçèñà. 
Òåîðåìà 1.9.12. Пусть в пространстве L имеются подпро-

странства Lk и Ll размерностей dim L kk =  и dim L ll = . Тогда если 

размерность их пересечения равна m, то их сумма имеет размер-

ность k l m+ − . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå L L Lm k l= ∩  áàçèñ 

e1, e2, …, em (çäåñü m k≤ , m l≤ ). 

Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ìîæåò áûòü äî-
ïîëíåíà äî áàçèñà (ñì. ï. 1.7). Äîïîëíèì ñèñòåìó e1, e2, …, em äî 
áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Lk è Ll; ïóñòü 

e e e e e1 2 1, , ..., , , ...,m m k+  – áàçèñ â Lk; 

e e e e e1 2 1, , ..., , , ...,m m l′ ′+ – áàçèñ â Ll. 

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà èç k l m+ −  âåêòîðîâ 

e e e e e e e1 2 1 1, , ..., , , ..., , , ...,m m k m l+ +′ ′  (a) 
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ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñóììû L L1 2+ . Ïóñòü x1 ∈Lk , x2 ∈ Ll . Èìååì ðàç-

ëîæåíèÿ: 

x e1

1

=
=
∑α i i

i

k

, 

x e e2

1 1

= + ′
= = +
∑ ∑β βi i

i

m

i i

i m

l

. 

Òîãäà âåêòîð x x x= + ∈ +1 2 1 2L L  ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî âåêòî-

ðàì ñèñòåìû (a): 

( )x e e e e e= + = + + + ′
= = = = + = +
∑ ∑ ∑ ∑ ∑α β α β α βi i

i

k

i i

i

l

i i i

i

m

i i

i m

k

i i

i m

l

1 1 1 1 1

. 

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû ñèñòåìû (a) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïåð-
âûå k åå âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê îíè îáðàçóþò áàçèñ 
ïðîñòðàíñòâà Lk. Îñòàëüíûå l m−  âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê 
êàê âõîäÿò â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ll. Ñîñòàâèì èç âåêòîðîâ ñèñòåìû 
(a) ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 

λ ξi i

i

k

j j

j m

l

e e 0
= = +
∑ ∑+ ′ =

1 1

. (b) 

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ: 

λ ξi i

i

k

j j

j m

l

e e
= = +
∑ ∑= − ′

1 1

, 

ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè (b) îáå ñóììû èëè ðàâíû íóëþ ïî îòäåëüíî-
ñòè, èëè îáå îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè âåêòîðîâ e e e e e1 2 1, , , , , ...,m m k+  è ′ ′+e em l1, ...,  ñëåäóåò: λ i = 0 , 

ξ j = 0 . Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (b) òðèâèàëüíà. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáå ñóììû â ëåâîé ÷àñòè (b) îòëè÷íû îò íó-
ëÿ. Îáîçíà÷èì 

y e=
=
∑λ i i

i

k

1

; 

âåêòîð y ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà Lk, ñëåäîâà-
òåëüíî, y ∈ Lk . 
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 

( )y e e= − ′ = − ′
= + = +
∑ ∑ξ ξj j

j m

l

j j

j m

l

1 1

, 

îòêóäà y ∈Ll . Ïîýòîìó y ∈ ∩L Lk l  è ìîæåò áûòü ðàçëîæåí áàçèñó 

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà: 

y e=
=
∑ξ j j

j

m

1

. 

Òàêèì îáðàçîì 

( )y e e= = − ′
= = +
∑ ∑ξ ξj j

j

m

j j

j m

l

1 1

, 

( )ξ ξj j

j

m

j j

j m

l

e e 0
= = +
∑ ∑+ − ′ =

1 1

. 

Íî âåêòîðû e e e e e1 2 1, , ..., , , ...,m m l′ ′+  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê 

ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ll. Ïîýòîìó âñå ξ j = 0  è âòîðàÿ ñóì-

ìà â ëåâîé ÷àñòè (b) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî âåêòîðû ñèñòåìû (a) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Óòâåðæäåíèå äîêàçàííîé òåîðåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å: 
размерность суммы равна сумме размерностей за вычетом раз-

мерности пересечения. 
Êàê ñëåäñòâèå, размерность прямой суммы двух подпро-

странств равна сумме размерностей слагаемых. 
Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ b1, b2, …, bn ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàí-

ñòâà L, à ñèñòåìà a1, a2, …, am ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñò-
âà ′ ⊂L L  (èçëîæåííîå âûøå ïîêàçûâàåò, ÷òî m íå äîëæíî ïðåâû-
øàòü n). Åñëè âåêòîð x ∈ ′L , òî ýòîò âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî 
âåêòîðàì a1, a2, …, am: 

x a=
=
∑α k k

k

m

1

. 
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Ïóñòü âåêòîðû ak, k m= 1,  â áàçèñå b1, b2, …, bn èìåþò êîîðäèíà-
òû 

( )a k k k nk= β β β1 2, , ..., , k m= 1, , 

ò.å. 

a bk ik i

i

n

=
=
∑β

1

, k m= 1, . 

Òîãäà 

x a b b= = =










= == ==
∑ ∑∑ ∑∑α α β β αk k

k

m

k ik i

i

n

k

m

ik k

k

m

i

i

n

1 11 11

. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x ∈ L , ïîýòîìó åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåê-
òîðàì áàçèñà b1, b2, …, bn: 

x b=
=
∑ xi i

i

n

1

. 

Ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàçëîæåíèÿ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ 

xi ik k

k

m

=
=
∑β α

1

, i n= 1, . 

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå: 

x

x

x

m m

m m

n n n m nm

1 1 11 2 12 1

2 1 21 2 22 2

1 1 2 2

= + + +

= + + +

= + + +













α β α β α β

α β α β α β

α β α β α β

...

...

...

...

. 

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ параметрическим уравнением 

подпространства. 
Îáðàòèìñÿ ê n-ìåðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó 

( ){ }K x x xn n= 1 2, , ..., . 

Åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî òåõ íà-
áîðîâ ( )x x xn1 2, , ..., , íà ýëåìåíòû êîòîðûõ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ â 

âèäå îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, 
òðåáóÿ xn = 0 , ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâî: 

( ){ }K x x xn n− −=1 1 2 1 0, , ..., , . 
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Ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê 

( ) ( )x x x y y yn n1 2 1 1 2 10 0, , ..., , , , ..., ,− −+ =  

( )= + + + ∈− − −x y x y x y Kn n n1 1 2 2 1 1 10, , ..., , ; 

( ) ( )α α α αx x x x x x Kn n n1 2 1 1 2 1 10 0, , ..., , , , ..., ,− − −= ∈ . 

Åñëè íà ýëåìåíòû íàáîðà ( )x x xn1 2, , ...,  íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå 

A x A x A xn n1 1 2 2 0+ + + =...  

(ñðåäè ÷èñåë A1, A2, …, An äîëæíû áûòü îòëè÷íûå îò íóëÿ), òî ïî-
ëó÷åííîå ïîäïðîñòðàíñòâî 

( )K x x x
A

A x A x A xn n

n

n n− − − −= − + + +


















1 1 2 1 1 1 2 2 1 1

1
, , ..., , ...  

íàçûâàåòñÿ ( )n − 1 -мерной гиперплоскостью (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, 

÷òî An ≠ 0). 

Ïðè ýòîì ñàìî îãðàíè÷åíèå 

A x A x A xn n1 1 2 2 0+ + + =...  

íàçûâàåòñÿ уравнением гиперплоскости. 
Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K1 ïðîñòðàíñòâà Kn. 

Ïóñòü âåêòîð d ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì K1. Òîãäà ëþáîé äðóãîé âåêòîð 
x ∈K1  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå x d= t . 

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Kn âåêòîð d èìååò êîîðäèíàòû d1, d2, …, dn, 
òî êîîðäèíàòû âåêòîðà x â ïðîñòðàíñòâå Kn ðàâíû 

x td

x td

x tdn n

1 1

2 2

=

=

=













...
. 

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ параметрическим уравнением 

прямой. ×èñëî t (åäèíñòâåííóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà x â ïðîñòðàíñò-
âå K1) íàçûâàþò параметром. Â ïðîñòðàíñòâå Kn âåêòîð d íàçûâàþò 
направляющим вектором прямой. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà? 
2. Áóäåò ëè äâóìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî – ìíîæåñòâî 

óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ( )α β, , 0  äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë – ïîäïðîñòðàí-
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ñòâîì òðåõìåðíîãî (ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ( )α β γ, ,  äåéñò-

âèòåëüíûõ ÷èñåë)? 
3. ×òî íàçûâàþò ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ? 

4. Äàíû äâà âåêòîðà ( )α, 0  è ( )0,β , ïðèíàäëåæàùèå îäíîìåðíûì 

êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâàì Lx  è Ly , ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü α è β 

– ïðîèçâîëüíûå è íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà). ×åì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòèõ âåêòîðîâ? Êàêîâà 
ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè? ×òî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïå-
ðåñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâ Lx  è Ly ? 

 



 

 

Глава 2. Матричная алгебра 

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðåäìåòîì ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿþò-
ñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñòåñòâåí-
íàÿ çàïèñü ëèíåéíûõ îïåðàöèé òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ èíäåêñîâ è 
ñèìâîëà ñóììû; èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîé çàïèñè ñóùåñòâåííî ñî-
êðàùàåò ãðîìîçäêîñòü âûêëàäîê. 

Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî îïðåäåëèòü îáúåêò, ïðàâèëà äåéñòâèé 
íàä êîòîðûì òàêîâû, ÷òî íè èíäåêñàöèÿ, íè ñèìâîë ñóììû ïðè çà-
ïèñè îïåðàöèé íå òðåáóþòñÿ ñîâñåì. 

2.1. Матрица 

Матрицей ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà îáú-
åêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, ñîäåðæàùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. 
Åñëè óêàçàííûå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè (äåéñòâèòåëüíûìè èëè 
êîìïëåêñíûìè), òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ числовой; äàëåå áóäóò ðàñ-
ñìàòðèâàòñÿ òîëüêî ÷èñëîâûå ìàòðèöû. 

Ìàòðèöû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûìè ïðîïèñíûìè áóê-
âàìè: 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

, 

èëè, â ñîêðàùåííîé çàïèñè: 

( )A = aij , i m= 1, , j n= 1, . 

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî êðóã-
ëûå, íî äâîéíûå ïðÿìûå ñêîáêè: 

A = aij . 
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×èñëà aij íàçûâàþòñÿ элементами ìàòðèöû. Èíäåêñû i, j îçíà-
÷àþò, ÷òî ýëåìåíò ðàñïîëîæåí íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ñ íîìåðîì i è 
ñòîëáöà ñ íîìåðîì j. ×àñòî íîìåð ñòðîêè óäîáíî çàïèñûâàòü êàê 
âåðõíèé èíäåêñ1 (íå ñëåäóåò ïóòàòü åãî ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè); â 
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ 

( )A = a j
i . 

Åñëè ÷èñëî ñòðîê m ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ n, òî ìàòðèöà 
(ðàçìåðà n×n) íàçûâàåòñÿ квадратной, à ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ поряд-

ком ìàòðèöû. Åñëè m n≠ , òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ прямоугольной (â 
ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà m è n ìîæíî íàçûâàòü åå порядками). 

Главной диагональю (èëè ïðîñòî диагональю) êâàäðàòíîé (èëè 
ïðÿìîóãîëüíîé) ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëü, íà êîòîðîé íàõî-
äÿòñÿ ýëåìåíòû aii, èíäåêñû ñòðîêè è ñòîëáöà êîòîðûõ îäèíàêîâû. 
Äðóãàÿ äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ C%K%ч…%L (äëÿ 
ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû ïîíÿòèå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè íå îïðåäåëå-
íî). Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè íàçûâàþòñÿ диагональными, âñå 
îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ внедиагональными. 

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ д, =г%…=ль…%L, åñëè âñå åå âíåäèàãîíàëüíûå 
ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Åñëè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êâàäðàòíîé 
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ 
скалярной. 

Åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñêàëÿðíîé ìàòðèöû n-ãî ïî-
ðÿäêà ðàâíû åäèíèöå, òî òàêàÿ ìàòðèöà 

En =



















1 0 0

0 1 0

0 0 1

...

...

...

...

, 

íàçûâàåòñÿ единичной матрицей ïîðÿäêà n. 
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ "
!.…
L (èëè C!="%L) òðåóãîëü-

íîé, åñëè â íåé ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå 
ãëàâíîé äèàãîíàëè. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ …, ›…
L (èëè 
л
"%L) òðåóãîëüíîé, åñëè ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå 
âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è âåðõíåé, è íèæíåé òðåóãîëüíîé. Åñëè äèàãîíàëüíûå ýëå-
                               
1 Ìû ïî âîçìîæíîñòè áóäåì èçáåãàòü ïîäîáíîé çàïèñè, ïðèìåíÿÿ åå òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà îíà îáëåã÷àåò ïðàâèëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ âûêëàäîê. 
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ìåíòû âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ, òî ìàòðèöà íàçû-
âàåòñÿ наддиагональной; åñëè ðàâíû íóëþ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû 
íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ поддиаго-

нальной. 

Åñëè â êâàäðàòíîé ìàòðèöå n-ãî ïîðÿäêà îòëè÷íû îò íóëÿ òîëü-
êî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû «ðÿäîì» ñ ãëàâíîé äèàãîíà-
ëüþ (ò.å. aij = 0  ïðè i j k− > ; 0 1≤ ≤ −k n ), òî ìàòðèöó íàçûâàþò 

ленточной. Ïðèìåðîì òàêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ (äëÿ 
åå ýëåìåíòîâ ïðè i j− > 0  âûïîëíåíî óñëîâèå aij = 0). 

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýëåìåíòû aij ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ ïðè 
i j− > 1, òî ìàòðèöó íàçûâàþò трехдиагональной. Òàêàÿ ìàòðèöà 

èìååò âèä: 

A =























− − − − −

−

a a

a a a

a a a

a a a

a a

n n n n n n

n n nn

11 12

21 22 23

32 33 34

1 2 1 1 1

1

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

...

...

...

...

...

...

. 

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ пятидиагональная ìàòðèöà. 
Ïóñòü ìàòðèöà ( )A = aij  èìååò ðàçìåð m×n. Ìàòðèöà AT  ðàçìåðà 

n×m íàçûâàåòñÿ транспонированной ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A, åñ-
ëè ýëåìåíòû i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû AT  ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëå-
ìåíòàì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A: 

A
T

n

n

m m mn

T

m

m

n n nm

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

=



















=



















11 12 1

21 22 2

1 2

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

...

...

...

...

...

...

. 

Òàêàÿ çàìåíà ñòðîê ñòîëáöàìè íàçûâàåòñÿ транспонированием 

ìàòðèöû. Î÷åâèäíî, ( )A A
T

T

= . 

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ симметрической (èëè 
симметричной), åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé: 
A AT = . Äëÿ òàêîé ìàòðèöû âûïîëíåíî óñëîâèå a aij ji= . 
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Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ кососимметрической (èëè ан-

тисимметричной), åñëè äëÿ åå ýëåìåíòîâ âûïîëíåíî óñëîâèå 
a aij ji= − . Â ÷àñòíîñòè, a aii ii= − ; äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîñîñèì-

ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ïî íåîáõîäèìîñòè ðàâíû íóëþ. 
Ìàòðèöà ðàçìåðà m×1, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ñòîëáöà, íàçûâàåòñÿ 

вектор-столбцом (èëè ïðîñòî столбцом) äëèíû m. Ìàòðèöà ðàçìå-
ðà 1×n, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ вектор-строкой 
(èëè ïðîñòî строкой) äëèíû n. Ñòðîêè è ñòîëáöû ìîæíî îáîçíà-
÷àòü òàê æå, êàê è âåêòîðû (ïîëóæèðíûìè ñòðî÷íûìè áóêâàìè). 

Ìàòðèöó ( )A = a j
i  ðàçìåðà m×n ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñòîëáåö 

A

a

a

a

=



















1

2

...
m

 

èç m ñòðîê 

( )a i i i
n
i

a a a= 1 2 ... , i m= 1, . 

Ýòó æå ìàòðèöó ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñòðîêó 

( )A a a a= 1 2 ... n  

èç n ñòîëáöîâ 

a j

j

j

j
m

a

a

a

=



















1

2

...
, j n= 1, . 

Ñòîëáöû è ñòðîêè íàçûâàþò рядами ìàòðèöû. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ 

çàïèñè ñòîëáöû ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ( )a j j j j
m

T

a a a= 1 2
... , 

èëè ( )a j j j j
m

a a a= Col ...
1 2 . 
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Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ( )A = aij . Âûáåðåì â íåé r ñòðîê ñ íîìåðàìè 

i1, i2, …, ir è s ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, j2, …, js (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 
íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ âûáðàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ). Ìàòðèöà 

′ =



















A

a a a

a a a

a a a

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

s

s

r r r s

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

...

...

...

...

 

ðàçìåðà r×s, îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ïåðåñå-
÷åíèè âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ подматрицей ìàò-
ðèöû A. 

Åñëè ìàòðèöà ðàçäåëåíà íà íåñêîëüêî ïîäìàòðèö, çàíèìàþùèõ 
ñìåæíûå ñòðîêè è ñòîëáöû, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ блоч-

ной. Íàïðèìåð, ìàòðèöó 

A =

−

−
















1 3 1

2 4 2

7 8 9

 

ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå áëîêà 

A1

1 3

2 4
=








 , A2

1

2
=

−

−








 , ( )A3 7 8= , ( )A4 9= , 

è çàïèñàòü â âèäå 

A
A A

A A
=










1 2

3 4

. 

Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè áëî÷íîé ìàòðèöû â íåé òðàíñïîíèðóåòñÿ 
êàæäûé áëîê è çàòåì òðàíñïîíèðóþòñÿ ñàìè áëîêè. Íàïðèìåð: 

A A

A A

A A

A A

1 2

3 4

1 3

2 4









 =











T T T

T T
. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ìàòðèöåé? 
2. Íà ïåðåñå÷åíèè êàêèõ ðÿäîâ ìàòðèöû A ðàñïîëîæåí 

ýëåìåíò a37? 
3. ×òî íàçûâàþò ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãîíàëÿìè ìàòðèöû? 
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4. Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû a21 è a12  ìàòðèöû A âòîðîãî 
ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ åå äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè? 

5. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà 

2 0

0 3−








  

äèàãîíàëüíîé? ßâëÿåòñÿ ëè îíà ñêàëÿðíîé? 
6. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé? Íèæíåé 

òðåóãîëüíîé? 
7. Â ÷åì ðàçëè÷èå ìåæäó âåðõíåé òðåóãîëüíîé è íàääèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöàìè? 
8. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà 

1 2 4

2 6 1

0 3 4

−

−

−
















 

òðåõäèàãîíàëüíîé? ßâëÿåòñÿ ëè îíà ïÿòèäèàãîíàëüíîé? 
9. ×òî íàçûâàþò òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû? 
10. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà 

0 1 2

1 0 3

2 3 0

−

− −
















 

ñèììåòðè÷åñêîé? ßâëÿåòñÿ ëè îíà êîñîñèììåòðè÷åñêîé? 
11. Ìîæíî ëè â ìàòðèöå 

0 1 1

1 1 1

1 1 0

−

−

−
















 

âûäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ïîäìàòðèöó? Ìîæíî ëè â íåé âûäåëèòü 
êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ïîäìàòðèöó? 
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12. Ìîæíî ëè âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó 

1 2 4 0

0 1 5 6

0 0 1 3

0 0 0 1



















 

ðàçáèòü íà ÷åòûðå áëîêà òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ñàì áûë òðå-
óãîëüíûì? Åäèíñòâåííî ëè òàêîå ðàçáèåíèå? Ïðè êàêîì ÷èñëå áëî-
êîâ óêàçàííîå ðàçáèåíèå çàâåäîìî âîçìîæíî è åäèíñòâåííî? 

2.2. Линейное пространство матриц 

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñ-
ëî äëÿ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ âåêòîðîâ êî-
îðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Äâå ìàòðèöû ( )A = aij  è ( )B = bij  îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ m×n ðàâíû 

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû âñå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-
òû: 

a bij ij= , i m= 1, , j n= 1, . 

Êàê è â ñëó÷àå âåêòîðîâ êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñëåäñòâè-
åì ïîäîáíîãî «ïîýëåìåíòíîãî» îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå 
äëÿ îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà ìàòðèö âñåõ ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà 
èõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ ìàòðèö åñòü 
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. 

Суммой äâóõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ m×n íàçûâàåò-
ñÿ ìàòðèöà C òîãî æå ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñóììàì ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B: 

c a bij ij ij= + , i m= 1, , j n= 1, . 

Произведением ìàòðèöû A íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C, 
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A íà 
ýòî ÷èñëî: 

c aij ij= λ , i m= 1, , j n= 1, . 

Ñëîæåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö è óìíîæåíèå áëî÷íîé ìàòðèöû íà 
÷èñëî ìîæíî âûïîëíÿòü ïîáëî÷íî (î÷åâèäíî, ÷òî ñëàãàåìûå äîëæ-
íû áûòü ðàçáèòû íà áëîêè ðàâíûõ ðàçìåðîâ). 
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Íàïðèìåð: 

A A

A A

B B

B B

A B A B

A B A B

1 2

3 4

1 2

3 4

1 1 2 2

3 3 4 4









 +









 =

+ +

+ +








 ; 

λ
λ λ

λ λ

A A

A A

A A

A A

1 2

3 4

1 2

3 4









 =









 . 

Äëÿ ââåäåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå âîñåìü àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, множество всех матриц размера m×n является линейным про-

странством1. 

Íóëåì ïî ñëîæåíèþ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ нулевая мат-

рица 

O =



















0 0 0

0 0 0

0 0 0

...

...

...

...

 

– ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ. 
Ìàòðèöåé, ïðîòèâîïîëîæíîé ìàòðèöå A ïî ñëîæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ 

ìàòðèöà 

( )− = − ⋅ = −A A1 aij ; 

разностью A B−  ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ñóììà ( )A B+ − . 

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû 
íà ÷èñëî, ìîæíî èíà÷å ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå êîñîñèììåòðè÷å-
ñêîé ìàòðèöû. À èìåííî, квадратная матрица называется косо-

симметрической, если транспонирование переводит ее в противопо-

ложную: A AT = − . 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö? ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ìàòðèöû íà ÷èñëî? 

2. Äàíû ìàòðèöû 

                               
1 Ýòî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî èçîìîðôíî m+n - ìåðíîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó. 
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A =

− −















3 2

0 1

2 1

; B =
−

−










1 1 1

2 4 3
. 

Âû÷èñëèòå: 

2A B+ T ; A BT − ; ( )− −3 2A B
T

T

. 

3. Îïðåäåëåíà ëè äëÿ ìàòðèö ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñóììà 
A B+ ? Ñóììà A BT T+ ? 

2.3. Умножение матриц 

Ïóñòü m ÷èñåë z1, z2, …, zm линейно выражаются ÷åðåç p ÷è-
ñåë y1, y2, …, yp: 

z a yi ik k

k

p

=
=
∑

1

, i m= 1, , (a) 

à ÷èñëà y1, y2, …, yp ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà x1, x2, …, xn: 

y b xk kj j

j

n

=
=
∑

1

, k p= 1, . 

Òîãäà ÷èñëà zi ìîæíî ëèíåéíî âûðàçèòü ÷åðåç xj: 

z a b x a b xi ik kj j

j

n

k

p

ik kj

k

p

j

j

n

= =










== ==
∑∑ ∑∑

11 11

, i m= 1, . (b) 

Êîýôôèöèåíòû 

a bik kj

k

p

=
∑

1

 

â ýòèõ m âûðàæåíèÿõ óñòàíàâëèâàþò ïðàâèëî умножения матриц. 

Èìåííî, ïóñòü äàíû ìàòðèöà ( )A = aik  ðàçìåðà m×p è ìàòðèöà 

( )B = bkj  ðàçìåðà p×n. Произведением матриц A è B íàçûâàåòñÿ ìàò-

ðèöà ( )C = cij  ðàçìåðà m×n, ýëåìåíòû cij êîòîðîé ðàâíû ñóììàì ïðî-

èçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A è j-ãî 
ñòîëáöà ìàòðèöû B: 

c a bij ik kj

k

p

=
=
∑

1

, i m= 1, , j n=1, . 
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Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö 

1 3 6

2 4 7











− −

−

− −

















2 1

5 3

4 5

. 

Â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå äâå ñòðîêè, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå òàêæå 
èìååò äâå ñòðîêè. Âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå äâà ñòîëáöà, ïîýòîìó 
ïðîèçâåäåíèå òàêæå èìååò äâà ñòîëáöà. Êàæäûé ýëåìåíò ïðîèçâåäå-
íèÿ åñòü ñóììà èç òðåõ ñëàãàåìûõ (÷èñëî ñòîëáöîâ â ïåðâîì ñîìíî-
æèòåëå, ðàâíîå ÷èñëó ñòðîê âî âòîðîì): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 6

2 4 7

2 1

5 3

4 5

1 2 3 5 6 4 1 1 3 3 6 5

2 2 4 5 7 4 2 1 4 3 7 5











− −

−

− −

















=
⋅ − + ⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

⋅ − + ⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −









 =  

=
− + − − − −

− + − − − −








 =

− −

− −










2 15 24 1 9 30

4 20 28 2 12 35

11 40

12 49
. 

Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîçâîëÿåò 
çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå (a) â âèäå 

z Ay= , 

à ñîîòíîøåíèå (b) – â âèäå 

( )z AB x= , 

ãäå z, y è x – âåêòîð-ñòîëáöû âûñîòû m, p è n, ñîîòâåòñòâåííî. 
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óìíîæàòü ìîæíî íå ëþáûå ìàòðè-

öû. Óìíîæåíèå âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ñòîëá-
öîâ â ïåðâîì ìíîæèòåëå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòðîê âî âòîðîì1. Â ÷à-
ñòíîñòè, ìîæíî óìíîæàòü äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà; 
ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà. 

                               
1 Òàêèå ìàòðèöû èíîãäà íàçûâàþò согласованными. 
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Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ( )A = aij  è 

( )B = bij  ðàâíûõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé òîãî æå 

ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè i j≠  âûïîëíåíî aij = 0  è bij = 0 , 

òî ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ( )C AB= = cij  îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè 

c a b a b
a b i j

i j
ij ik kj

k

n

ii ij

ii ij= = =
=

≠



=

∑
1 0

,

,
. 

Ïóñòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû ( )A = aij  è ( )B = bij  ðàâíûõ ïîðÿäêîâ 

ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè òðåóãîëüíûìè: a bij ij= = 0  ïðè i j> . Òîãäà ýëå-

ìåíòû èõ ïðîèçâåäåíèÿ C AB=  ðàâíû 

c a b a b a b a b a b a b a b a bij ik kj

k

n

i j i j in nj ii ij i i i j ij jj ik kj

k i

j

= = + + + = + + + =
=

+ +
=

∑ ∑
1

1 1 2 2 1 1... ... . 

Ñëåäîâàòåëüíî, cij = 0  ïðè i j>  è ïðîèçâåäåíèå C AB=  òàêæå 

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. 
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ íèæíèõ òðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.  
Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n è ñòîëáöà B âûñîòû n 

åñòü ñòîëáåö âûñîòû m: 

a a a

a a a

a a a

b

b

b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n

n

m m mn n

n n

n n

m m mn n

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

...

...

...

...

...

...

...





































=

+ + +

+ + +

+ + +



















. 

Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî j-é ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ 
(ïðÿìîóãîëüíûõ) ìàòðèö åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ïåð-
âîãî ñîìíîæèòåëÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè ýëåìåíòàì j-ãî 
ñòîëáöà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ. 
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Ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè B äëèíû n íà ìàòðèöó A ðàçìåðà m×n åñòü 
ñòðîêà äëèíû n: 

( )b b b

a a a

a a a

a a a

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

m

n

n

m m mn

m m

m m

n n mn m

T

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

...

...

...

...

...

...

...



















=

+ + +

+ + +

+ + +



















, 

ïîýòîìó i-ÿ ñòðîêà ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê 
âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè ýëåìåíòàì i-é 
ñòðîêè ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ. 

Äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà: 
1. Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî: 

( ) ( )A BC AB C= . 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( )A = aik , ( )B = bks , ( )C = csj , k p= 1, , s l= 1, . 

Òîãäà 

( ) ( )A BC AB C=


















 =









 =



















 =

== == ==
∑∑ ∑∑ ∑∑a b c a b c a b cik ks sj

s

l

k

p

ik ks sj

s

l

k

p

ik ks

k

p

sj

s

l

11 11 11

. 

2. Óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ: 

( )A B C AC BC+ = + ; ( )A B C AB AC+ = + . 

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ( )A = aik , ( )B = bik , ( )C = ckj , k p= 1, , òî 

( ) ( )A B C+ = +








 = +









 =

= = =
∑ ∑ ∑a b c a c b cik ik kj

k

p

ik kj

k

p

ik kj

k

p

1 1 1

 

=








 +









 = +

= =
∑ ∑a c b cik kj

k

p

ik kj

k

p

1 1

AC AB . 

3. ( ) ( ) ( )α α αAB A B A B= = . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( )A = aik , ( )B = bkj , k p= 1, . Òîãäà 

( ) ( ) ( )α α α αAB A B=








 =









 =

= =
∑ ∑a b a bik kj

k

p

ik kj

k

p

1 1

; 

( ) ( ) ( )α α α αAB A B=








 =









 =

= =
∑ ∑a b a bik kj

k

p

ik kj

k

p

1 1

. 
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4. ( )AB B A
T T T= . 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( )A = aik , ( )B = bkj , ( )AT
kia= , ( )BT

jkb= , 

k p= 1, . Ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî 

ñòîëáöà ïðîèçâåäåíèÿ C AB=  ðàâåí 

c a bij ik kj

k

p

=
=
∑

1

. 

Â òî æå âðåìÿ, ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè j-é ñòðî-
êè è i-ãî ñòîëáöà ïðîèçâåäåíèÿ D B A= T T  ðàâåí 

d b aji jk ki

k

p

=
=
∑

1

, 

ïîýòîìó ïðè ëþáûõ i è j âûïîëíåíî óñëîâèå c dij ji= . 

Äàííîå ñâîéñòâî ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå, ñî-
äåðæàùåå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé: 

( )AB CD D C B A... ...
T T T T T= . 

Èç ñâîéñòâà 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè A – ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöû A AT  è AAT  ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè1. 
Äåéñòâèòåëüíî, 

( ) ( )A A A A A A
T

T
T T

T
T= = ; 

( ) ( )AA A A AA
T

T
T

T
T T= = . 

5. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîé ìàòðèöû (êâàäðàòíîé èëè ïðÿìîóãîëü-
íîé) íà íóëåâóþ åñòü íóëåâàÿ ìàòðèöà (âîçìîæíî, äðóãîãî ðàçìå-
ðà). 

6. Åñëè A – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, è E – åäèíè÷íàÿ 
ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, òî 

AE EA A= = . 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî: 
ïåðåñòàíîâêà ñîìíîæèòåëåé â îáùåì ñëó÷àå ìåíÿåò ïðîèçâåäåíèå. 

                               
1 Ïîäîáíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â àíàëèçå ïðè èñïîëüçîâàíèè ò.í. метода наи-

меньших квадратов. 
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Íàïðèìåð: 

1 3

2 4

0 1

1 0

3 1

4 2


















 =









 , 

â òî æå âðåìÿ 

0 1

1 0

1 3

2 4

2 4

1 3


















 =









 . 

Åñëè äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B âûïîëíåíî óñëîâèå 
AB BA= , òî ìàòðèöû íàçûâàþò коммутирующими. Â ÷àñòíîñòè, 
ñâîéñòâî 6 óòâåðæäàåò ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n 
êîììóòèðóåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò òàê-
æå, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è ìàòðè-
öû ′E  âûïîëíåíî óñëîâèå 

′ = ′ =E A AE A , 

òî ìàòðèöà ′E  ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ A E=  
ïîëó÷èì: 

′ = ′ =E E EE E. 

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, 

′ = ′ = ′E E EE E , 

îòêóäà 

′ =E E . 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Çàïèøèòå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ 
ìàòðèö ÷åðåç ýëåìåíòû ñîìíîæèòåëåé. 

2. Âûïîëíèòå óìíîæåíèå 

1 2

0 2

3

5

−















 ; 

8 3 5

6 3 2

7 1 4

1 1

4 3

2 3

−

−

















−

−

−
















; ( )7 8

2

1
−








 ; ( )

2

1
7 8








 − . 
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3. Âûïîëíåíî ëè äëÿ ìàòðèöû 

C =
































1

1

1

1

1

1

a c

b b

c a

a c

b b

c a

T

 

ñâîéñòâî a aij j i= − −4 4, ? 

4. Ïóñòü ìàòðèöà A – êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ. Áóäåò ëè ïðîèçâåäå-
íèå ( )A A−  òàêæå ÿâëÿòüñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé? 

Ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé? 
5. Îïðåäåëåíî ëè äëÿ ìàòðèö 

A =

−

−
















5 4

3 2

4 8

 è B A= T  

ïðîèçâåäåíèå AB ? Îïðåäåëåíî ëè ïðîèçâåäåíèå A BT ? Ïðîèçâåäå-
íèå A BT T ? 

6. Âû÷èñëèòå 

15 31 23

17 11 8

26 18 5

2 1

3 5

7 9

15 31 23

17 11 8

26 18 5

2 1

3 5

7 9

−

−

















−

−

−

















+ −

−

















−

−

−
















. 

7. Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ антикоммутативна, 
åñëè ñìåíà ïîðÿäêà îïåðàíäîâ ïåðåâîäèò ðåçóëüòàò îïåðàöèè â ïðî-
òèâîïîëîæíûé åìó ïî ñëîæåíèþ: ab ba= − . ßâëÿåòñÿ óìíîæåíèå 
ìàòðèö (â îáùåì ñëó÷àå) àíòèêîììóòàòèâíûì? ßâëÿåòñÿ ëè îíî àí-
òèêîììóòàòèâíûì äëÿ ìàòðèö 

0

0

−









a

a
 è 

0

0

b

b









 ? 

2.4. Элементарные преобразования 

Элементарными преобразованиями ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàþò: 
1. Óìíîæåíèå ëþáîé ñòðîêè íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî. 
2. Çàìåíó ëþáîé ñòðîêè íà ñóììó åå ñ äðóãîé ñòðîêîé. 
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëá-

öîâ. 
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Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêèõ ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âûïîëíèòü: 

– çàìåíó ñòðîêè ðàçíîñòüþ åå ñ äðóãîé ñòðîêîé; 
– ïåðåñòàíîâêó ñòðîê. 
Çàìåíà ñòðîêè ak ðàçíîñòüþ a ak s−  îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé: 
– óìíîæåíèå s-é ñòðîêè íà –1; 
– çàìåíà k-é ñòðîêè ñóììîé åå ñ s-é ñòðîêîé; 
– óìíîæåíèå s-é ñòðîêè íà –1. 
Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ak è as ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷åòûðåõ ïðåîáðàçîâàíèé: 
– çàìåíà k-é ñòðîêè ðàçíîñòüþ åå ñ s-é; 
– çàìåíà s-é ñòðîêè ñóììîé ñ k-é; 
– çàìåíà k-é ñòðîêè ðàçíîñòüþ ñ s-é; 
– óìíîæåíèå k-é ñòðîêè íà –1. 
Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî A редуцируема (сводима) ê 
ìàòðèöå B. Òàê êàê ëþáàÿ ìàòðèöà ðåäóöèðóåìà ñàìà ê ñåáå (ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòàð-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ), òî îòíîøåíèå ðåäóöèðóåìîñòè ðåôëåêñèâíî. 

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ обратимы: åñëè ìàòðèöà B ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ïå-
ðåâîäÿùàÿ B â A. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî α ≠ 0  
ìîæåò áûòü îáðàùåíî óìíîæåíèåì íà ÷èñëî 1 α ; çàìåíà ñòðîêè a

k 

ñóììîé a ak s+  ìîæåò áûòü îáðàùåíà çàìåíîé ðàçíîñòüþ a ak s− . 
Ïîýòîìó îòíîøåíèå ðåäóöèðóåìîñòè ñèììåòðè÷íî. 

Íàêîíåö, åñëè ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A è 
ìàòðèöà C ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû B ïðè ïîìîùè ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùàÿ ìàòðèöó A â ìàòðèöó C. 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòíîøåíèÿ ðåäóöèðóåìîñòè âûïîëíåíû âñå 
ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîýòîìó äàííîå îòíîøåíèå 
ðàçáèâàåò âñå ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðîâ m×n íà êëàññû, ïðåäñòà-
âèòåëè êîòîðûõ ðåäóöèðóåìû äðóã ê äðóãó. 
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Íàïðèìåð, ëþáàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ðåäóöèðóåòñÿ ê îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö: 

0 0

0 0









 , 

1

0 0

a







 , 

0 1

0 0









 , 

1 0

0 1









 , 

ãäå a – ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî (âîçìîæíî, ðàâíîå íóëþ). 
Îòíîøåíèå ðåäóöèðóåìîñòè ÷àñòî îáîçíà÷àþò çíàêîì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè: 

A B~  

(÷èòàåòñÿ «A ýêâèâàëåíòíà B»), îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî из ре-

дуцируемости матриц друг к другу не следует их равенство (õîòÿ 
îáðàòíîå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî). 

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû A ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû ñïðàâà íà íåêîòîðóþ êâàäðàòíóþ ìàò-
ðèöó, âèä êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì è íå 
çàâèñèò îò A. Тождественному преобразованию (ïðåîáðàçîâàíèþ, 
êîòîðîå íå ìåíÿåò ìàòðèöó) ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå íà åäèíè÷íóþ 
ìàòðèöó. 

Óìíîæåíèå k-é ñòðîêè ìàòðèöû A (ðàçìåðà m×n) íà ÷èñëî λ 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó 

Sk ,

...

...

...

... ...

...

...

λ λ
=

























1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 1

, 

ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé En çàìåíîé k-é åäèíèöû íà äèàãîíàëè 
÷èñëîì λ. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ( )S A Ak ija,λ = ′ = ′  

ðàâíû 

′ = = =
=

≠



=

∑a s a s a
a i k

a i k
ij il lj

l

m

ii ij

ij

ij1

λ ,

,
 . 

Ïóñòü Ckl – ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç En çàìåíîé íà åäèíèöó íó-
ëåâîãî ýëåìåíòà íà ïåðåñå÷åíèè k-é ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà. Òîãäà óì-
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íîæåíèå íà Ckl ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå k-é ñòðîêè íà ñóììó åå l-é ñòðî-
êîé. 

( )C A Akl ij is sj

s

m
lj ij

ij

a c a
a a i k

a i k
= ′′ = ′′ = =

+ =

≠



=

∑
1

,

,
. 

Ìàòðèöû Sk ,λ  è Ckl, óìíîæåíèå íà êîòîðûå ñîîòâåòñòâóåò ýëå-

ìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, íàçûâàþò элементарными матрицами. 
Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 

ñòðîê ìàòðèöû A ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó óìíîæåíèþ íà ýëå-
ìåíòàðíûå ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó 
ïðåîáðàçîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ â ïðîèçâåäåíèè áëèæàéøåé ê ìàòðèöå A. 

Íàïðèìåð, çàìåíà âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû A ðàçíîñòüþ åå ñ ïåð-
âîé ñòðîêîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì ìàòðè-
öû A ñïðàâà íà ìàòðèöû S1 1,− , C21 è S1 1,− . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèöû 

ðàçìåðà 2×n: 

−


















−







 =

−









−







 =

−










1 0

0 1

1 0

1 1

1 0

0 1

1 0

1 1

1 0

0 1

1 0

1 1
A A A . 

Óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà ìàòðè-
öó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé çàìåíîé íà –1 íóëåâîãî ýëåìåíòà íà 
ïåðåñå÷åíèè âòîðîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà. 

Ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîñòîÿùåãî â çàìåíå k-é ñòðîêè ðàçíî-
ñòüþ åå ñ l-é ñòðîêîé, ìîæíî îáîçíà÷èòü Ckl

−1. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïî-

äîáíîãî îáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàíà ñ îáðàòèìîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé: ñëîæåíèå k-é ñòðîêè ñ l-é ñòðîêîé è ïîñëåäóþùåå 
âû÷èòàíèå l-é ñòðîêè èç k-é ñòðîêè (âûïîëíåííûå â ïðîèçâîëüíîì 
ïîðÿäêå) íå ìåíÿþò k-þ ñòðîêó. 

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ëþáûõ k è l âûïîëíåíî óñëîâèå 

C C A C C A Akl kl kl kl
− −= =1 1 , 

ñëåäîâàòåëüíî, 

C C C C Ekl kl kl kl
− −= =1 1 , 

ãäå E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è Ckl. 
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Òàê, äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà: 

1 0

1 1

1 0

1 1

1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1 0 1 1

1 0

0 1−

















 =

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅








 =









 ; 

( )
( )

1 0

1 1

1 0

1 1

1 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1 0 1 1

1 0

0 1











−








 =

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅









 =









 . 

Äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà 2×n ïåðåñòàíîâêà ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà óìíîæåíèåì 

−









−


















−







 =











1 0

0 1

1 1

0 1

1 0

1 1

1 1

0 1

0 1

1 0
A A . 

Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà 
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ñòðîê. Îáðàùåíèå óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
êàê ïîâòîðíîå óìíîæåíèå íà òó æå ñàìóþ ìàòðèöó (ïåðåñòàíîâêà 
ñòðîê ñ íîìåðàìè k è l, âûïîëíåííàÿ äâàæäû, íå ìåíÿåò ìàòðèöó). 
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà: 

0 1

1 0

0 1

1 0

0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 1 0 0

1 0

0 1


















 =

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅








 =









 . 

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî любое элементарное преоб-

разование осуществляется умножением на матрицу, полученную 

аналогичным преобразованием из единичной матрицы. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêèå äåéñòâèÿ íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè 
ñòðîê? Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ? 

2. Óêàæèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 

ñòðîê, ïåðåâîäÿùóþ ìàòðèöó 
0 1

1 1−








  â ìàòðèöó 

0 1

1 0

−







 . 

3. Ðåäóöèðóåìû ëè ìàòðèöû ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ê åäè-
íè÷íîé ìàòðèöå? 

4. Çàïèøèòå ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ðåäóêöèþ (ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) ìàòðèö óïðàæíå-
íèÿ 2. 
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2.5. Линейная зависимость строк и столбцов 

Ðàññìàòðèâàÿ ìàòðèöó ( )A = a j
i  ðàçìåðà m×n êàê ñòðîêó èç ñòîëá-

öîâ èëè ñòîëáåö èç ñòðîê, åå ðÿäû – ñòîëáöû a j  èëè ñòðîêè a i  – 

ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàìè êîîðäèíàòíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ 
(ðàçìåðíîñòåé m èëè n, ñîîòâåòñòâåííî). Îòíîøåíèå ëèíåéíîé 
çàâèñèìîñòè ðÿäîâ ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî 
îòíîøåíèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî 
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà: ðÿäû ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâè-
ñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ è ðàâíàÿ íóëþ (òî÷íåå, 
íóëåâîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóþùåãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà) 
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ. 

Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê n. Âûáåðåì â êîîðäèíàòíîì 
ïðîñòðàíñòâå Kn åñòåñòâåííûé áàçèñ (ñì. ï. 1.7) 

( )e1 1 0 0= , , ..., , ( )e2 0 1 0= , , ..., , …, ( )en = 0 0 1, , ..., . 

Ìàòðèöà, ðÿäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû åñòåñòâåííîãî áàçè-
ñà, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, 
÷òî ðÿäû åäèíè÷íîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëþáîé ðÿä 
(âåêòîð-ñòðîêà èëè âåêòîð-ñòîëáåö) ñ òåì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ìî-
æåò áûòü ïî íèì ðàçëîæåí. 

Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìàòðèöó ìû áóäåì 
íàçûâàòü вырожденной (èíà÷å – сингулярной, èëè особенной). Èç 
èçëîæåííîãî â ï. 1.6 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà âûðîæäåíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îäíà èç åå ñòðîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 
îñòàëüíûõ. Â ÷àñòíîñòè, âûðîæäåííîé áóäåò ìàòðèöà, èìåþùàÿ õî-
òÿ áû îäíó íóëåâóþ ñòðîêó. Ïðèìåðîì íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû 
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ. 

Òåîðåìà 2.5.1. Элементарные преобразования строк сохраня-

ют линейную зависимость между ними. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 

Òîãäà â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 

α i
i

i

m

a 0
=
∑ =

1

 

âñå êîýôôèöèåíòû αi íóëåâûå. 
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Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì s-é ñòðîêè 
íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî λ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 
ñòðîê bi  ïîëó÷åííîé ìàòðèöû 

β β λ βi
i

i

m

s
s

i
i

i
i s

m

b a a
= =

≠

∑ ∑= +
1 1

. 

Òàê êàê ñòðîêè a i  èñõîäíîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èõ 
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

β λ βs
s

i
i

i
i s

m

a a 0+ =
=
≠

∑
1

 

äîëæíà áûòü òðèâèàëüíîé (ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ñ íóëåâûìè 
êîýôôèöèåíòàìè); ñëåäîâàòåëüíî, β λs = 0 . Îòñþäà â ñèëó λ ≠ 0  ïî-

ëó÷èì βs = 0 ; ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

βi
i

i

m

b 0
=
∑ =

1

 

òàêæå òðèâèàëüíà. 
Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A çàìåíîé s-é ñòðîêè íà 

ñóììó åå ñ k-é ñòðîêîé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 

( ) ( )
{ }

β β β β β β βi
i

i

m

s
s k

i
i

i
i s

m

s
s

k s
k

i
i

i
i k s

m

b a a a a a a
= =

≠
=

∉

∑ ∑ ∑= + + = + + +
1 1 1

,

. 

Òàê êàê ñòðîêè a
i èñõîäíîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî 

ðàâåíñòâî 

( )
{ }

β β β βs
s

k s
k

i
i

i
i k s

m

a a a 0+ + + =
=

∉

∑
1
,

 

âîçìîæíî òîëüêî ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, 
β βk s+ = 0 . Ïîýòîìó (â ñèëó βs = 0) êîýôôèöèåíò βk òàêæå ðàâåí 

íóëþ. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

βi
i

i

m

b 0
=
∑ =

1

 

òðèâèàëüíà. 
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Ïóñòü òåïåðü ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè áóäóò ñòðîêè ìàòðèöû B TA= , 
ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû A. 
Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, òî ñóùåñòâóåò 
ïðåîáðàçîâàíèå 

T B A1 = , 

ïåðåâîäÿùåå ìàòðèöó B â ìàòðèöó A. Íî òîãäà èç ïðåäûäóùåãî 
ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 

Êàê ñëåäñòâèå, элементарные преобразования строк перево-

дят невырожденную матрицу в невырожденную, а вырожденную 

матрицу – в вырожденную. 
Òåîðåìà 2.5.2. Элементарные преобразования столбцов сохра-

няют линейную зависимость между ними. 
Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
Òåîðåìà 2.5.3. Элементарные преобразования строк сохраня-

ют линейную зависимость между столбцами. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî 

çàâèñèìû. 
Òîãäà íåêîòîðûé k-é ñòîëáåö ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëü-

íûå: 

a ak j j

j
j k

n

=
=
≠

∑α
1

, 

èëè, â ðàçâåðíóòîé ôîðìå 

a aik j ij

j
j k

n

=
=
≠

∑α
1

, i m= 1, , (a) 

ãäå m è n – ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. 
Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì s-é ñòðîêè 

íà ÷èñëî λ: 

b
a i s

a i s
ij

ij

ij

=
≠

=





,

,λ
. 
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî i s≠  çàâèñèìîñòü (a) âûïîëíåíà. Ïðè i s=  
èìååì 

( )b a a bsk j sj

j
j k

n

j sj

j
j k

n

j sj

j
j k

n

= = =
=
≠

=
≠

=
≠

∑ ∑ ∑λ α α λ α
1 1 1

; 

ñëåäîâàòåëüíî, k-é ñòîëáåö ìàòðèöû B ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 
îñòàëüíûå. 

Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A çàìåíîé s-é ñòðîêè íà 
ñóììó åå ñ l-é ñòðîêîé: 

b
a i s

a a i s
ij

ij

ij lj

=
≠

+ =





,

,
. 

Äëÿ ëþáîãî i s≠  çàâèñèìîñòü (a) âûïîëíåíà. Ïðè i s=  ïîëó÷èì 

( )b a a a a bsk j sj

j
j k

n

j lj

j
j k

n

j sj lj

j
j k

n

j sj

j
j k

n

= + = + =
=
≠

=
≠

=
≠

=
≠

∑ ∑ ∑ ∑α α α α
1 1 1 1

; 

ñëåäîâàòåëüíî, k-é ñòîëáåö ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. 
Ïóñòü òåïåðü ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ëèíåéíî çàâèñèìûìè áóäóò ñòîëáöû ìàòðèöû B TA= , 
ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû A. 
Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, òî ñóùåñòâóåò 
ïðåîáðàçîâàíèå 

T B A1 = , 

ïåðåâîäÿùåå ìàòðèöó B â ìàòðèöó A. Íî òîãäà èç ïðåäûäóùåãî 
ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. 

Òåîðåìà 2.5.4. Элементарные преобразования столбцов сохра-

няют линейную зависимость между строками. 
Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
Êàê ñëåäñòâèå, элементарные преобразования (строк или 

столбцов) переводят невырожденную матрицу в невырожден-

ную, а вырожденную матрицу – в вырожденную. 
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Òåîðåìà 2.5.5. Любая невырожденная квадратная матрица 

элементарными преобразованиями строк может быть редуциро-

вана к единичной матрице того же порядка. 
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî âûïîëíèòü конструктивно, 

ôàêòè÷åñêè óñòàíîâèâ ñïîñîá ðåäóêöèè. Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåí-
íóþ ìàòðèöó 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

. 

Â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû A îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ýëåìåíò, îò-
ëè÷íûé îò íóëÿ. Ïóñòü ýòîò ýëåìåíò a s1 1

 ðàñïîëîæåí â ñòîëáöå ñ 

íîìåðîì s1. Ðàçäåëèì ïåðâóþ ñòðîêó íà a s1 1
 è çàòåì äëÿ âñåõ i n= 2,  

âû÷òåì èç i-é ñòðîêè ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ais1
. 

Ïîëó÷èì ìàòðèöó 

B =



















− +

− +

− +

b b b b b

b b b b b

b b b b b

s s n

s s n

n n ns ns nn

11 12 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 1 2

1 2 1 1

1 1

1 1

1 1

1

0

0

... ...

... ...

...

... ...

, 

â êîòîðîé s1-é ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðè-
öû. 

Ìàòðèöà B íåâûðîæäåíà, òàê êàê ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â åå âòîðîé ñòðîêå 
åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò b s2 2

, ïðè÷åì s s2 1≠  (òàê êàê â ñòîëáöå s1 âñå 

ýëåìåíòû êðîìå b s1 1
 óæå îáðàùåíû â íîëü). Ðàçäåëèì âòîðóþ ñòðî-

êó íà ýëåìåíò b s2 2
 è çàìåíèì ïåðâóþ ñòðîêó è ñòðîêè ñ íîìåðàìè 

3, 4, …, n íà ðàçíîñòè ñî âòîðîé ñòðîêîé, óìíîæåííîé íà bis2
. Ïî-

ëó÷èì ìàòðèöó, ó êîòîðîé ñòîëáåö ñ íîìåðîì s2 ÿâëÿåòñÿ âòîðûì 
ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû. 

Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äàëåå, íà n-ì øàãå ïîëó÷èì ìàòðèöó, 
âñå ñòîëáöû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû 
(è íàõîäÿòñÿ â ïîçèöèÿõ s1, s2, …, sn). Íî òîãäà ñòðîêè ýòîé ìàòðè-
öû òàêæå ñîâïàäàþò ñî ñòðîêàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Âûïîëíÿÿ 
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ïåðåñòàíîâêó ñòðîê, ìîæíî ðàñïîëîæèòü èõ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå. 
Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû, íàçûâàåòñÿ методом Гаусса (òî÷íåå – методом Жордана–

Гаусса с выбором ведущего элемента по строке). Ðàçëè÷íûå âàðè-
àíòû ýòîãî ìåòîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòè-
êå. 

Òåîðåìà 2.5.6. Квадратная матрица невырождена тогда и толь-

ко тогда, когда она может быть представлена в виде произведения 

элементарных матриц. 
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ ëþ-

áîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ýòà ìàòðèöà ìîæåò 
áûòü ïðåâðàùåíà â åäèíè÷íóþ. Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îáðàòèìû, òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû T1, T2, …, TM, 
ïîñëåäîâàòåëüíîå óìíîæåíèå íà êîòîðûå ïðåâðàùàåò åäèíè÷íóþ 
ìàòðèöó â A: 

T T T E A1 2... M = , 

îòêóäà A T T T= 1 2... M . 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A ïðåäñòàâëåíà â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ 

A T T T E= 1 2... M  

ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå T T T1 2... M  ÿâëÿåòñÿ ðå-

çóëüòàòîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê åäèíè÷íîé ìàòðèöû, 
êîòîðàÿ íåâûðîæäåíà. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå T T T1 2... M  òàêæå íåâû-

ðîæäåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Òåîðåìà 2.5.7. Квадратная матрица невырождена тогда и толь-

ко тогда, когда ее столбцы линейно независимы. 
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, òî ýëå-

ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè åå ìîæíî ïðåâðàòèòü â åäèíè÷íóþ, 
ñòîëáöû êîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû èñ-
õîäíîé ìàòðèöû òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íå-
çàâèñèìû. Òîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè áóäóò ñòðîêè òðàíñïîíèðî-
âàííîé ìàòðèöû AT , è ìàòðèöà AT  îêàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé. 
Ïîýòîìó åå ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî òîãäà ëèíåéíî íåçàâè-
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ñèìûìè áóäóò ñòðîêè ìàòðèöû ( )A A
T

T

= , ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A 

íåâûðîæäåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåé òåîðåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å 

– матрицы A и AT  или обе вырождены, или обе невырождены. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêóþ ìàòðèöó íàçûâàþò âûðîæäåííîé? 
2. Ìîæíî ëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëá-

öîâ ïðåâðàòèòü ñèíãóëÿðíóþ ìàòðèöó â íåñèíãóëÿðíóþ? Ïðåâðàòèòü 
íåñèíãóëÿðíóþ ìàòðèöó â ñèíãóëÿðíóþ? 

3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè âûðîæäåííûìè ìàòðèöû: 

1 2

3 3









 ; 

1 2 2

3 5 1

1 3 1

−

−

− − −
















; 

1 2 2

3 5 1

1 9 5

−

−

− −
















; 

1 3 1

2 5 9

2 1 5

−

−

− −
















. 

2.6. Ранг матрицы 

Ïóñòü â ìàòðèöå ðàçìåðîâ m×n èìååòñÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàò-
íàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, íî âñå ïîäìàòðèöû áîëüøåãî ïîðÿäêà 
âûðîæäåíû. Òîãäà óêàçàííàÿ ïîäìàòðèöà íàçûâàåòñÿ базисной, à åå 
ïîðÿäîê r íàçûâàåòñÿ рангом матрицы è îáîçíà÷àåòñÿ rang A . Ñòðî-

êè è ñòîëáöû, âõîäÿùèå â áàçèñíóþ ïîäìàòðèöó, íàçûâàþòñÿ ба-

зисными ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè. 
Íóëåâàÿ ìàòðèöà íå ñîäåðæèò íèêàêîé íåâûðîæäåííîé ïîäìàò-

ðèöû, ïîýòîìó åå ðàíã ðàâåí íóëþ. Ðàíã åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñîâïà-
äàåò ñ åå ïîðÿäêîì. 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.1. Ранг матрицы не меняется при транспо-

нировании. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû âñå åå 
ïîäìàòðèöû òàêæå òðàíñïîíèðóþòñÿ. Ïðè ýòîì (ñì. ï. 2.5) íåâû-
ðîæäåííûå ïîäìàòðèöû îñòàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, à âûðîæäåííûå 
– âûðîæäåííûìè. 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.2. Ранг любой подматрицы ′A  матрицы A не 

превосходит ранга матрицы A. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ ïîäìàòðèöà, âõîäÿùàÿ â ′A , âõîäèò è â ìàòðèöó A. 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.3. Ранг матрицы не меняется при элемен-

тарных преобразованиях. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (ñòðîê èëè ñòîëáöîâ) ïåðåâîäÿò ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ 
ïîäìàòðèöó â íåâûðîæäåííóþ, à ëþáóþ âûðîæäåííóþ – â âûðîæ-
äåííóþ. 
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Òåîðåìà 2.6.1. Система из r строк линейно независима то-

гда и только тогда, когда в этих строках найдется невырожден-

ная квадратная подматрица порядка r. 
Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äîñòàòî÷íîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 

ñèñòåìà èç r ñòðîê ëèíåéíî çàâèñèìà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ 
êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà r, ðàñïîëîæåííóþ â ýòèõ ñòðîêàõ. 
Åñëè ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ëèíåéíî çàâèñèìûìè (ñ òåìè æå 
êîýôôèöèåíòàìè) áóäóò è îòðåçêè ýòèõ ñòðîê, ñîñòàâëÿþùèå ïîä-
ìàòðèöó. Ïîýòîìó ïîäìàòðèöà âûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó 
ïðîèçâîëüíîñòè ïîäìàòðèöû), åñëè â r ñòðîêàõ íàéäåòñÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, òî ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 

Òåîðåìà 2.6.2 (теорема о ранге). Максимальное число линейно 

независимых строк совпадает с максимальным числом линейно 

независимых столбцов и равно рангу матрицы. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðè-

öû A ðàâíî r, íî ëþáûå p r>  ñòðîê óæå ëèíåéíî çàâèñèìû. Òî-

ãäà â r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîêàõ íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîä-
ìàòðèöà ïîðÿäêà r, íî ëþáàÿ ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â p r>  

ñòðîêàõ, áóäåò âûðîæäåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r. 
Äàëåå, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû  A ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 
ñòðîê ìàòðèöû AT , à çíà÷èò – ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû AT . Òàê 
êàê ðàíã íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî 
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíî ðàíãó A. Òåîðåìà 
äîêàçàíà. 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.4. Ранг матрицы не меняется при умножении 

ее на невырожденную матрицу. 
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî îíà ìîæåò 

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 

A T T T= 1 2 ... M  

ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ ìàòðèöû B îïðåäå-
ëåíî ïðîèçâåäåíèå AB, òî 

AB T T T B= 1 2... M . 

Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê íå ìåíÿþò ðàíãà, òî 

rang rang ... rang ... ... rang rangAB T T T B T T B T B B= = = = =1 2 2M M M . 
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Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû C îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå CA. Òàê êàê 
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ íå ìåíÿþò ðàíãà, òî 

rang rang ... rang ... ... rang rangCA CT T T CT T T CT С= = = = =−1 2 1 2 1 1M M . 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.5. Ранг произведения двух матриц не 

превосходит рангов сомножителей. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå AB (÷èñëî 

ñòîëáöîâ â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû B). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó D, ñîñòàâëåííóþ èç ñòðîê ìàòðèö B è 
AB. Òàê êàê AB ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû D, òî åå ðàíã íå 
ïðåâîñõîäèò ðàíãà D. 

Äàëåå, ñòðîêè AB ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê 
ìàòðèöû B (êîýôôèöèåíòû â i-é ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû ýëå-
ìåíòàì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A). Ïîýòîìó, íå ìåíÿÿ ðàíãà ìàòðè-
öû D, ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìîæíî ïðåâðàòèòü 
âñå ñòðîêè ïîäìàòðèöû AB â íóëåâûå. Äîáàâëåíèå íóëåâîé ñòðîêè 
íå ñîçäàåò íîâûõ íåâûðîæäåííûõ ïîäìàòðèö, ïîýòîìó 

rang rangD B= , 

rang rangAB B≤ . 

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ÷òî rang rangAB A≤ . 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû îíà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó, äëÿ êîòîðîãî áàçèñíàÿ ïîäìàò-
ðèöà ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ. 

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà ðàçìåðîâ m×n èìååò приведенно-

ступенчатую форму, åñëè ïåðâûå r åå ñòîëáöîâ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè 
ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà m, è, â ñëó÷àå m r> , íèæ-
íèå m r−  ñòðîê ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. 

Òåîðåìà 2.6.3. Любой матрице элементарными преобразова-

ниями строк и перестановкой столбцов можно придать приве-

денно-ступенчатую форму. 
Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíèì êîíñòðóêòèâíî. Åñëè ìàòðèöà íóëå-

âàÿ, òî îíà óæå èìååò ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó. Èíà÷å ïðè-
ìåíèì ìåòîä Ãàóññà. Åñëè â î÷åðåäíîé ñòðîêå ìàòðèöû èìååòñÿ íå-
íóëåâîé ýëåìåíò, òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âñåõ 
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ýòîì æå ñòîëáöå. Åñëè 
ñòðîêà íóëåâàÿ, òî îíà ïåðåñòàâëÿåòñÿ ñ î÷åðåäíîé íåíóëåâîé ñòðî-
êîé è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ. 
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Ïóñòü ïîñëå î÷åðåäíîãî r-ãî øàãà íåíóëåâûå ñòðîêè èñ÷åðïàíû. 
Òîãäà r ñòîëáöîâ ìàòðèöû ïðåâðàùåíû â íåêîòîðûå ñòîëáöû åäè-
íè÷íîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî 
ïðèäàòü ìàòðèöå ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó. 

Ïðåäëîæåíèå 2.6.6. Åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òðåóãîëü-
íîé ìàòðèöû îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ 
íàèìåíüøèì èç åå ïîðÿäêîâ. 

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.6.1 äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè 
äëÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Â êàæäîé i-é ñòðîêå ýòîé ìàòðè-
öû ýëåìåíò aii îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó èñïîëüçóåì åãî äëÿ èñêëþ-
÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå. Çàòåì âûïîëíèì äåëåíèå 
i-é ñòðîêè íà ýëåìåíò aii. Åñëè íàèìåíüøèé èç ðàçìåðîâ ìàòðèöû 
ðàâåí r, òî ïîñëå r øàãîâ íåíóëåâûå ñòðîêè áóäóò èñ÷åðïàíû, à 
ïîäìàòðèöà â ïåðâûõ r ñòðîêàõ è r ñòîëáöàõ ïðåâðàùåíà â åäèíè÷-
íóþ.  

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå îáëåã÷àåò íàõîæäåíèå ðàíãà. Â ïðîöåññå 
ïðåîáðàçîâàíèé íåò íåîáõîäèìîñòè äîâîäèòü ìàòðèöó äî ïðèâåäåí-
íî-ñòóïåí÷àòîé ôîðìû – äîñòàòî÷íî äîâåñòè åå äî òðåóãîëüíîé. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ íàéòè ðàíã ìàòðèöû 

A =

−

−

−

−



















1 1 2 3

2 1 1 4

3 2 2 1

1 2 3 1

. 

Çàìåíèì âòîðóþ ñòðîêó íà ðàçíîñòü åå ñ ïåðâîé ñòðîêîé, óìíî-
æåííîé íà 2, òðåòüþ ñòðîêó – íà ðàçíîñòü ñ ïåðâîé, óìíîæåííîé 
íà 3; ÷åòâåðòóþ – íà ðàçíîñòü ñ ïåðâîé: 

A ~

1 1 2 3

0 3 5 2

0 5 8 8

0 3 5 2

−

− −

− −

− −



















. 

Çàìåíèì ÷åòâåðòóþ ñòðîêó íà ðàçíîñòü ñî âòîðîé. Òðåòüþ ñòðîêó 
óìíîæèì íà 3 è çàìåíèì íà ðàçíîñòü ñî âòîðîé, óìíîæåííîé íà 5. 
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Ïîëó÷èì 

A B~ =

−

− −

−



















1 1 2 3

0 3 5 2

0 0 1 14

0 0 0 0

. 

Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü ýëåìåíòû a12, a13 è a23. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðè-
öà 

1 1 0 31

0 3 0 72

0 0 1 14

0 0 0 0

1 1 0 31

0 1 0 24

0 0 1 14

0 0 0 0

1 1 0 31

0 1 0 24

0 0 1 14

0 0 0 0

1 0 0 7

0 1 0 24

0 0 1 14

0 0 0 0

−

−

−



















−

−

−



















−

−

−



















−

−



















~ ~ ~  

èìååò ïðèâåäåííóþ ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó. Îíà ñîäåðæèò ñòðîêó èç 
íóëåé è ïîýòîìó âûðîæäåíà, îäíàêî åå ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ 
â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ è òðåõ ñòîëáöàõ, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé (è ïî-
ýòîìó íåâûðîæäåíà). Ñëåäîâàòåëüíî, 

rang A = 3. 
Âíîâü îòìåòèì, ÷òî âûâîä î ðàíãå ìàòðèöû ìîæíî áûëî ñäåëàòü 

óæå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ê òðåóãîëüíîìó âèäó: ÷èñëî íåíóëå-
âûõ ñòðîê ìàòðèöû B ðàâíî òðåì (â ýòîé ìàòðèöå ìîæíî âûäåëèòü 
òðåóãîëüíóþ ïîäìàòðèöó òðåòüåãî ïîðÿäêà, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû 
êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ). 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêóþ ïîäìàòðèöó íàçûâàþò áàçèñíîé? ×òî íàçûâàþò ðàíãîì 
ìàòðèöû? 

2. Ìîæíî ëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëá-
öîâ èçìåíèòü ðàíã ìàòðèöû? 

3. Íàéòè ðàíã ìàòðèö 

2 2

1 1

3 3

−

−
















; 

1 2 4

3 1 1

2 4 9
















; 

1 2 4 0

3 1 1 0

2 4 9 0
















; 

1 2 4 5

3 1 1 0

2 4 9 0

1 2 4 5



















. 
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4. Êàêîâû ïîðÿäîê è ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ 

( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4
T ? 

(ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî è íàéòè èñõîäÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6.4). 

2.7. Возведение матрицы в целочисленную степень 

Ïóñòü çàäàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ( )A = aij  ïîðÿäêà n. Òîãäà äëÿ 

ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå AA ; åãî åñòåñòâåííî îáî-
çíà÷èòü A2 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü 
êâàäðàòíîé ìàòðèöû. 

Íàïðèìåð, 

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1 4

2 1

1 2

1 1

5 2

1 5

3

−








 =

−










−










−








 =

−

− −










−








 =

−

− −








 . 

Â êà÷åñòâå íóëåâîé ñòåïåíè êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïî îïðåäåëå-
íèþ ïðèíèìàåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà. 

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî ñëåäóåò ïðèíÿòü â êà÷åñòâå 
îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè ìàòðèöû A. 

Äëÿ íåíóëåâîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ïî îïðåäåëåíèþ ïîëà-
ãàþò 

aa a a
− −= =1 1 1; 

àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû. Èìåííî: 
Матрица A−1  называется обратной для матрицы A, если выпол-

нено условие 

A A AA E− −= =1 1 , 

ãäå E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A. Íàõîæäåíèå 
ìàòðèöû A−1  íàçûâàþò обращением матрицы A. 

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ðÿä ñâîéñòâ. 

1. ( )A A
− −

=1
1

. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáå ÷àñ-

òè ñëåâà íà ìàòðèöó A−1: 

( )A A A A
− − − −=1 1

1
1 , ( )A A E

− − −
=1 1

1

. 
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2. ( )AB B A
− − −=1 1 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óì-

íîæåíèÿ ìàòðèö: 

( )( ) ( )AB B A A BB A AEA AA E
− − − − − −= = = =1 1 1 1 1 1 ; 

àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ( )( )B A AB E
− − =1 1 . 

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñîìíîæè-
òåëåé: 

( )A A A A A A1 2

1 1
1

1
1

1... ...k k k

− −
−

− −= . 

3. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê òðàíñïîíèðîâàííîé, ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íà òðàíñïîíèðîâàíèåì îáðàòíîé (îïåðàöèè îáðàùåíèÿ è òðàíñïîíè-
ðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû): 

( ) ( )A A
T

T− −=
1

1 . 

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì ñâîéñòâå îïåðàöèè òðàíñ-

ïîíèðîâàíèÿ: ( )XY Y X
T T T= . 

Òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà AA E− =1 , ïîëó÷èì 

( )AA E
− =1

T
T , ( )A A E

− =1
T

T . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ( )A
−1

T

 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå AT . 

Ïðåäëîæåíèå 2.7.1. Если обратная матрица существует, то 

она единственна. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ÷òî A1  è A 2  ÿâëÿþòñÿ äëÿ ìàòðè-

öû A îáðàòíûìè: 

A A AA E1 1= = , A A AA E2 2= = . 

Òîãäà 

( ) ( )A A E A AA A A A EA A2 2 2 1 2 1 1 1= = = = = . 

Ïðåäëîæåíèå 2.7.2. Матрица имеет обратную тогда и только 

тогда, когда она невырождена. 
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Òîãäà 

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê åå ìîæíî ïðåâðàòèòü â åäè-
íè÷íóþ: 

T T T A EN N − =1 1... . 
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Îáîçíà÷àÿ A T T T1 1 1= −N N ... , ïîëó÷èì: A A E1 = . 

Äàëåå, ìàòðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàò-

ðèö è ïîýòîìó íåâûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàòðè-
öà A2 , òàêàÿ, ÷òî 

A A E2 1 = . 

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà ìàòðèöó A, ïîëó÷èì: 

( )A A A EA2 1 = , A E A2 = , A A2 = , 

è ðàâåíñòâî A A E2 1 =  ïðèíèìàåò âèä AA E1 = ; òàêèì îáðàçîì, ìàò-

ðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A. 

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ. Ïî-
êàæåì, ÷òî ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

βi
i

i

n

a 0
=
∑ =

1

 

ñòðîê ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. 
Äåéñòâèòåëüíî, òàêóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìîæíî çàïèñàòü â 

âèäå 

bA 0= , 

ãäå ( )b = β β β1 2, ,..., n . Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñïðàâà íà ìàòðèöó A−1, 

îáðàòíóþ ê ìàòðèöå A, ïîëó÷èì: 

bAA 0A− −=1 1, bE 0= , b 0= . 

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû βi ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó 
ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. 
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 

Ïðåäëîæåíèå 2.7.3. Матрица, обратная к диагональной, так-

же является диагональной. 
Äåéñòâèòåëüíî, íåâûðîæäåííóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 

D S S S= 1 211 22, , ,...a a n ann
 

ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëó÷åíà èç åäèíè÷íîé 
ìàòðèöû En çàìåíîé k-é åäèíèöû íà äèàãîíàëè ÷èñëîì akk. 
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Ïîýòîìó 

( )D S S S S S S S S S− − −
−

− −
−= = =

− − − −

1
1 2

1 1
1

1
1

1
1 1 1 1 111 22 1 1 11 1 1 11, , , , , , , , ,... ... ...a a n a n a n a a n a n a ann nn n n nn n n

. 

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â ïðàâîé ÷àñòè ñàìî 
ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, òî D−1  – äèàãîíàëüíàÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî äîêàçàòü èíà÷å. 
Ïóñòü ( )D = dij  – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà: dij = 0  ïðè i j≠ . Ïóñòü 

( )F = f ij  – ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê D. Òîãäà äîëæíî áûòü âûïîëíåíî 

óñëîâèå DF E= , ïîýòîìó 

d f
i j

j j
ik kj

k

n

=
∑ =

=

≠


1

1

0

,

,
, d f

i j

j j
ii ij =

=

≠




1

0

,

,
, f

d i j

j j
ij

ii=
=

≠




1

0

,

,
. 

Ïðåäëîæåíèå 2.7.4. Матрица, обратная верхней треугольной, 

также является верхней треугольной. 
Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (íåâûðîæäåííóþ âåðõ-

íþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 
ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, âìåñòå ñî ñâîåé îáðàò-
íîé, ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé). 

Ïðåäëîæåíèå 2.7.5. Матрица, обратная к нижней треуголь-

ной, также является нижней треугольной. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà L ÿâëÿåò-

ñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé, òî ìàòðèöà LT  ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëü-

íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ( ) ( )L L
T

T− −=
1

1  òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé 

òðåóãîëüíîé. Ïîýòîìó L−1 – íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ. 
Òåîðåìà 2.7.1. Пусть A – невырожденная матрица n-го поряд-

ка. Тогда любой столбец b высоты n можно представить в виде 

линейной комбинации столбцов матрицы A: 

b Ax= , 

причем такое представление единственно. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî îíà èìååò îá-

ðàòíóþ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîé ìàòðèöû âåêòîð-ñòîëáåö 
x A b= −1  òàêæå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 
x A b= −1  ñëåâà íà ìàòðèöó A, ïîëó÷èì: 

Ax AA b= −1 , Ax b= . 

Òåîðåìà äîêàçàíà. 
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Çàìå÷àíèå 2.1. Óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåé òåîðåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü 
èíà÷å: åñëè ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà íåâûðîæäåíà, òî åå ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ 
êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Kn. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ 
ñòðîê. 

Ñïîñîá îáðàùåíèÿ ìàòðèöû óñòàíàâëèâàåò ïðåäëîæåíèå 2.7.2. 
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 

T T T A EN N − =1 1...  

ñïðàâà íà ìàòðèöó A−1, ïîëó÷èì: 

T T T AA EAN N −
− −=1 1

1 1... , 

T T T E AN N −
−=1 1

1... . 

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê 
ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé, òî òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ê ìàò-
ðèöå A−1. 

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ 

AT T T E1 2 ... M =  

ñëåâà íà ìàòðèöó A−1, íàéäåì 

A AT T T A E− −=1
1 2

1... M , 

ET T T A1 2
1... M = − . 

Ïîýòîìó åñëè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé, òî òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ê ìàòðè-
öå A−1. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, ñëåäóåò îáðàòèòü ìàòðèöó 

A =
















1 0 1

1 1 0

3 1 1

. 

Äîïîëíèì åå ñïðàâà åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è, âûïîëíÿÿ ýëåìåí-
òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, ïðèâåäåì ëåâóþ ÷àñòü ê åäèíè÷íîé 
ìàòðèöå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ: 

– çàìåíó âòîðîé ñòðîêè íà ðàçíîñòü ñ ïåðâîé ñòðîêîé, çàìåíó 
òðåòüåé ñòðîêè íà ðàçíîñòü ñ óòðîåííîé ïåðâîé ñòðîêîé; 
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– çàìåíó òðåòüåé ñòîêè íà ðàçíîñòü ñî âòîðîé ñòðîêîé, óìíîæå-
íèå òðåòüåé ñòðîêè íà –1; 

– çàìåíó âòîðîé ñòðîêè íà ñóììó ñ òðåòüåé ñòðîêîé, çàìåíó ïåð-
âîé ñòðîêè íà ðàçíîñòü ñ òðåòüåé ñòðîêîé. 

Èìååì: 

1 0 1

1 1 0

3 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 1

0 1 1

0 1 2

1 0 0

1 1 0

3 0 1

















−

−

−

−

















~ ~  

~ ~

1 0 1

0 1 1

0 0 1

1 0 0

1 1 0

2 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 1

1 2 1

2 1 1

− −

−

















− −

−

−
















. 

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà: 

A− =

− −

−

−

















1

1 1 1

1 2 1

2 1 1

. 

Îáðàùåíèå ìîæíî âûïîëíèòü èíà÷å. Äîïîëíèì ìàòðèöó A ñíèçó 
åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ 
ïðèâåäåì ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå âåðõíþþ ÷àñòü: 

1 0 1

1 1 0

3 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1 1 1

3 1 2

1 0 1

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1 1 0

3 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 1

1 0 0

1 1 0

0 0 1

2 1 1

3 2 1

3 1 1

























−

−
−

























−

−

























− −

−

−




















~ ~ ~





− −

−

−

























~

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 1

1 2 1

2 1 1

. 

Íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ дробной ñòåïåíè êâàäðàòíîé ìàòðè-
öû îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ íå âîçíèêàåò, ïîýòîìó ïîäðîáíî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âîïðîñ çäåñü ìû íå çàòðàãèâàåì. Ïðèâåäåì ëèøü íå-
ñêîëüêî ïðèìåðîâ. 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ извлечь квадратный корень èç ìàòðèöû A âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ò.å. íàéòè ìàòðèöó B äëÿ êîòîðîé B A2 = . Îáîçíà÷èì 

A =










α β

γ δ
, B =











a b

c d
. 
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Òîãäà 

B2
2

2
=

















 =

+ +

+ +











a b

c d

a b

c d

a bc ab bd

ca dc cb d
. 

Ïðèðàâíèâàÿ ýëåìåíòû ìàòðèö A è B2 , ïîëó÷èì ñèñòåìó нели-

нейных óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a, b, c è d: 

a bc

ab bd

ca dc

cb d

2

2

+ =

+ =

+ =

+ =













α

β

γ

δ

. (2.1) 

Ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, çàïèñàííîå â 
êîíå÷íîì âèäå, îòëè÷àåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòüþ. Ñðàâíè-
òåëüíî êîìïàêòíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ âîçìîæíà òîëüêî â íåêîòîðûõ 
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. 

Ïóñòü ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. Òîãäà ñèñòåìà (2.1), èç 
êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû B, áóäåò èìåòü âèä: 

a bc

ab bd

ca dc

cb d

2

2

1

0

0

1

+ =

+ =

+ =

+ =













. 

Ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû áóäóò: 

B1

1 0

0 1
=








 , B2

1 0

0 1
=

−

−








 , B3

2
1= −

−















λ µ
λ

µ
λ

, B4

21

=
−

−















λ
λ

µ
µ λ

, 

ãäå λ è µ – ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. 
Óæå òîëüêî ïðèâåäåííûé ïðèìåð ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî êîðåíü 

êâàäðàòíûé èç ìàòðèöû èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê äàííîé? 
2. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îáðàòè-

ìîñòè ìàòðèöû. 
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3. Âû÷èñëèòå 

1 2 3

0 1 2

0 0 1

2















; 

1 2 3

0 1 2

0 0 1

4















; 

1 2 3

0 1 2

0 0 1

6















; 

1 1

0 1

10








 . 

4*. Âû÷èñëèòå 

1 1 1

0 1 1

0 0 1

















n

. 

5 [10]. Âû÷èñëèòå 

cos sin

sin cos

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−









n

. 

6 [9]. Âû÷èñëèòå 

1

0 1

a
n









 ; 

a

a

n
1

0









 .7. Îáðàòèòå ìàòðèöû èëè äîêàæèòå èõ âûðîæäåí-

íîñòü: 

1 3

2 8









 ; 

1 3 1

2 5 2

4 1 1

−

−

− −
















; 

4 2 1

2 0 3

3 1 1

−

−

− −
















. 

Âûïîëíèòå ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 
8. Âû÷èñëèòå 

16

3 2 1

2 4 2

1 2 3

2
















−

. 

9. Ïóñòü äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà m×n, ïðè÷åì 
m n≠ . Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A1  ÿâëÿåòñÿ левой обратной, åñëè 

A A E1 = ; ãîâîðÿò, ÷òî A2  ÿâëÿåòñÿ правой обратной, åñëè AA E2 = . 

Ìîãóò ëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíûå ìàòðèöû ñîâïàäàòü? 
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10*. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì z C∈  êâàäðàò ñèììåòðè÷åñêîé 
ìàòðèöû 

z z

z z

*

*









  

áóäåò îáðàçîâàí òîëüêî äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè (çäåñü z
* – ÷èñ-

ëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå z). 

11* [9]. Íàéäèòå âñå ìàòðèöû íóëåâîãî ïîðÿäêà, êâàäðàòû êîòî-
ðûõ ðàâíû íóëåâîé ìàòðèöå. 

12*. Óêàæèòå õîòÿ áû îäíó ìàòðèöó A, äëÿ êîòîðîé 

A2
0 1

1 0
=








 . 

2.8. Детерминант 

Îòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàçáèâàåò âñå ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ íà äâà êëàññà – ëèíåéíî çàâèñèìûå è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. 
Îäíàêî ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü âûïîëíèòü ñðàâíåíèå 
äâóõ ñèñòåì âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó êëàññó. 

Âîïðîñ î òîì, â êàêîé ìåðå îäíà ñèñòåìà âåêòîðîâ «áîëåå ëè-
íåéíî íåçàâèñèìà» íåæåëè äðóãàÿ, íå ëèøåí ñìûñëà. Ïðè ïîèñêå 
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö è ïðèíèìàåò 
íåêîòîðûå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåâûðîæäåííûõ. 

Ìàòðèöà íóëåâîãî ïîðÿäêà (íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîãî ýëåìåíòà) 
ïî îïðåäåëåíèþ íåâûðîæäåíà. Детерминантом (èëè определите-

лем) нулевого порядка ìû íàçîâåì ÷èñëî 1. 
Ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà, âû-

ðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò ýëåìåíò íóëåâîé. Детер-

минантом первого порядка ìàòðèöû èç îäíîãî ýëåìåíòà ìû íàçîâåì 
ýòîò ýëåìåíò: 

( )det a a11 11= . 

Äâà âåêòîðà êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî çàâèñèìû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîýòî-
ìó êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà 

A =










a a

a a

11 12

21 22
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âûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû åå ñòðîê ïðîïîð-
öèîíàëüíû: 

a a

a a

21 11

22 12

=

=




λ

λ
, 

ãäå λ – ëþáîå ÷èñëî (âîçìîæíî, íîëü). 
Óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ýëåìåíòîâ ñòðîê ìîæíî çàïèñàòü â 

âèäå: 

λ λa a a a11 22 21 12= , 

èëè 

a a a a11 22 21 12 0− = . 

Детерминантом второго порядка ìû íàçîâåì ðàçíîñòü ýëåìåí-
òîâ ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãîíàëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû: 

det
a a

a a
a a a a

11 12

21 22

11 22 21 12









 = − . 

Äàííûå îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü òðè ñëåäóþùèõ âàæ-
íåéøèõ ñâîéñòâà äåòåðìèíàíòà. 

Ñâîéñòâî 1. Детерминант является линейным однородным 

многочленом от элементов любой строки: 

det A =
=
∑a hij ij

j

n

1

, 

ãäå íè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ hij íå çàâèñèò íè îò îäíîãî èç ýëå-
ìåíòîâ i-é ñòðîêè. 

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà 

det
a a

a a
a a a a a h a h

11 12

21 22

11 22 12 21 11 11 12 12









 = − = + , 

ãäå êîýôôèöèåíòû h a11 22= , h a12 21= −  íå çàâèñÿò íè îò îäíîãî èç 

ýëåìåíòîâ âòîðîé ñòðîêè. 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû: 

det
a a

a a
a a a a a h a h

11 12

21 22

11 22 12 21 21 21 22 22









 = − = + , 
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ãäå êîýôôèöèåíòû h a21 12= − , h a22 11=  íå çàâèñÿò íè îò îäíîãî èç 

ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè. 
Ñâîéñòâî 2. Детерминант вырожденной матрицы равен нулю. 
Ýòî ñâîéñòâî, ïî ñóòè, ïîëîæåíî â îñíîâó îïðåäåëåíèé. Íàïðè-

ìåð, äëÿ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà: 

det
a b

a b
a b b a

λ λ
λ λ









 = − = 0 . 

Ñâîéñòâî 3. Детерминант единичной матрицы равен единице. 
Äåéñòâèòåëüíî, äåòåðìèíàíò íóëåâîãî ïîðÿäêà ðàâåí åäèíèöå ïî 

îïðåäåëåíèþ. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò â êà-
÷åñòâå åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà åäèíèöó, ïîýòîìó 

( )det 1 1= . 

Äëÿ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà: 

det
1 0

0 1
1 1 0 0 1









 = ⋅ − ⋅ = . 

Òåïåðü äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìîæíî 
ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèòü ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â íå-
êîòîðîì ðîäå ÿâëÿåòñÿ «ìåðîé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè» ðÿäîâ: 

Детерминантом матрицы называется любая числовая функция, 

обладающая свойствами 1…3 (ýòè ñâîéñòâà òåïåðü ïîíèìàþòñÿ êàê 
аксиомы). 

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîäîáíîé ôóíêöèè äëÿ ìàòðè-
öû ïîðÿäêà n > 2  не очевидны и требуют доказательства. Ïðåæäå 
âñåãî ñëåäóåò èçó÷èòü òå ñâîéñòâà, êîòîðûå ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåí-
íî èç îïðåäåëåíèÿ. Äî îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåðìèí детерми-

нант áóäåò èñïîëüçîâàí èìåííî â ñìûñëå «любая функция, обла-

дающая свойствами 1…3». 
Ïðåäëîæåíèå 2.8.1. Если i-ÿ строка матрицы A является ли-

нейной комбинацией a p qi = +α β  двух строк p и q, то детерми-

нант равен 

det det detA A A= +α βp q , 

ãäå ìàòðèöû Ap è Aq ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-é ñòðîêè íà 
ñòðîêè p è q, ñîîòâåòñòâåííî. 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé α βp q+  ñòðîê ( )p = p j  è ( )q = q j . Òîãäà ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè 

ðàâíû 

a p qij j j= +α β . 

Òàê êàê äåòåðìèíàíò îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè ïî ñòðîêàì, 
òî 

( )det A = = + = +
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑a h p q h p h q hij ij

j

n

j j ij

j

n

j ij

j

n

j ij

j

n

1 1 1 1

α β α β . 

Çäåñü êîýôôèöèåíòû hij íå çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè. Ïî-
ýòîìó 

p hj ij

j

n

p

=
∑ =

1

det A  è q hj ij

j

n

q

=
∑ =

1

det A . 

Ñëåäîâàòåëüíî, det det detA A A= +α βp q . 

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì линейности по строке è 
÷àñòî ôîðìóëèðóþò â âèäå äâóõ îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé: 

– множитель элементов любой строки можно вынести за 

знак детерминанта; 
– если какая-либо из строк матрицы A является суммой двух 

строк p и q, то детерминант матрицы A равен сумме детерми-

нантов матриц, получаемых из A заменой этой строки на стро-

ки p и q. 
Ïðåäëîæåíèå 2.8.2. Если к некоторой строке матрицы приба-

вить другую ее строку, умноженную на любое число, то детер-

минант матрицы не изменится. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà çàìåíîé i-é ñòðîêè 
ìàòðèöû A íà ñóììó åå ñ äðóãîé k-é ñòðîêîé, óìíîæåííîé íà 
÷èñëî λ; ïóñòü ìàòðèöà C ïîëó÷åíà çàìåíîé i-é ñòðîêè ìàòðèöû A 
íà k-þ ñòðîêó. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè 

det det detB A C= + λ . 
Íî ìàòðèöà C ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè (â íåå äâàæäû 

âõîäèò k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A) è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. 
Îòñþäà detC = 0 , è 

det detB A= . 
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Ïðåäëîæåíèå 2.8.3. При перестановке двух строк детерми-

нант меняет знак. 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíèì èçâåñòíóþ èç ï. 0 ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïðåîáðàçîâàíèé: 
– çàìåíó k-é ñòðîêè ðàçíîñòüþ åå ñ s-é; 
– çàìåíó s-é ñòðîêè ñóììîé ñ k-é; 
– çàìåíó k-é ñòðîêè ðàçíîñòüþ ñ s-é; 
– óìíîæåíèå k-é ñòðîêè íà –1. 
Ïåðâûå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò äåòåðìèíàíòà; ïðè âû-

ïîëíåíèè ïîñëåäíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äåòåðìèíàíò ìåíÿåò çíàê. 
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.4. Если заданная на множестве квадратных 

матриц порядка n > 1  числовая функция ( )f A  линейна по строкам 

и для матриц с двумя одинаковыми строками равна нулю, то она 

равна нулю для всех вырожденных матриц. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A âûðîæäåíà. Òàê êàê ÷èñëî 

ñòðîê n > 1 è îíè ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îäíà èç ñòðîê ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ: 

a ak
i

i

i
i k

n

=
=
≠

∑α
1

. 

Ïóñòü ìàòðèöû Ai  ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-é ñòðîêè 

íà k-þ ñòðîêó (çäåñü i n= 1, , i k≠ ). Òîãäà äëÿ ýòèõ ìàòðèö ( )f iA = 0. 

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïî i-é ñòðîêå, 
ïîëó÷èì: 

( ) ( )f fi i

i
i k

n

A A= =
=
≠

∑α
1

0 . 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.5. Детерминант элементарной матрицы Sk ,λ , 

полученной единичной заменой k-й единицы на диагонали чис-

лом λ, равен λ. Детерминант элементарной матрицы Ckl, полу-

ченной из единичной заменой на единицу нулевого элемента на 

пересечении k-й строки и l-го столбца, равен 1. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà è ñâîéñòâó 

ëèíåéíîñòè ïî ñòðîêå èìååì: 

det det,S Ek λ λ λ= = ; 
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det detC Ekl = = 1. 

Êàê ñëåäñòâèå: 
Ïðåäëîæåíèå 2.8.6. Если существуют две функции ( )f1 A  и 

( )f2 A , удовлетворяющие определению детерминанта, то для лю-

бой элементарной матрицы значения этих функций совпадают. 
Ïðåäëîæåíèå 2.8.7. Для любой матрицы A и любой элементар-

ной матрицы T выполнено равенство 

( )det det detTA T A= . (2.2) 

Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà S Ak ,λ  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðè-

öû A óìíîæåíèåì k-é ñòðîêè íà ÷èñëî λ, ïîýòîìó det det,S A Ak λ λ= . 

Òàê êàê det ,Sk λ λ= , òî ðàâåíñòâî det det det, ,S A S Ak kλ λ=  âûïîëíåíî. 

Ìàòðèöà C Akl  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A çàìåíîé k-é 

ñòðîêè íà ñóììó åå l-é ñòðîêîé, ïîýòîìó det detC A Akl = . Òàê êàê 

detCkl = 1, òî ðàâåíñòâî det det detC A C Akl kl=  âûïîëíåíî. Ïðåäëîæå-

íèå äîêàçàíî. 
Åäèíñòâåííîñòü äåòåðìèíàíòà óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
Òåîðåìà 2.8.1. На множестве квадратных матриц данного по-

рядка не может быть более одной функции, удовлетворяющей 

определению детерминанта. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ( )f1 A  è ( )f2 A  

óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà. Ïîêàæåì, ÷òî 
( ) ( )f f1 2A A=  äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A. 

Åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî ïî îïðåäåëåíèþ ( ) ( )f f1 2 0A A= = . 

Ïóñòü A íåâûðîæäåíà. Òîãäà îíà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðî-
èçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö: 

A T T T= 1 2... M . 

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (2.2), ïîëó÷èì: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f f fM M1 1 1 2 1 1 1 2 1A T T T T T T= =... ... ; 

àíàëîãè÷íî 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f f fM M2 2 1 2 2 1 2 2 2A T T T T T T= =... ... . 

Íî èç ïðåäëîæåíèÿ 2.8.6 ñëåäóåò, ÷òî 

( ) ( )f f1 1 2 1T T= , ( ) ( )f f1 2 2 2T T= , …, ( ) ( )f fM M1 2T T= . 



 

94 

Ïîýòîìó ( ) ( )f f1 2A A= . 

Âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äåòåð-
ìèíàíò íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äåòåðìèíàí-
òîâ ýëåìåíòàðíûõ ñîìíîæèòåëåé â åå ðàçëîæåíèè: 

det det det ...detA T T T= 1 2 M . (2.3) 

Òàê êàê äåòåðìèíàíòû ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö 

det ,Sk λ λ= ≠ 0 , detCkl = 1, 

òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî детерминант не-

вырожденной матрицы отличен от нуля. Êàê ñëåäñòâèå, èìååò 
ìåñòî òåîðåìà: 

Òåîðåìà 2.8.2. Матрица вырождена тогда и только тогда, ко-

гда ее детерминант равен нулю. 
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó существования äåòåðìèíàí-

òà. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà: 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

. 

Åñëè â ìàòðèöå A âû÷åðêíóòü i-þ ñòðîêó è j-é ñòîëáåö, òî îñòà-
íåòñÿ ïîäìàòðèöà ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà Mij, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ допол-

нительной подматрицей ýëåìåíòà aij. Äåòåðìèíàíò Mij ij= det M  äî-

ïîëíèòåëüíîé ïîäìàòðèöû íàçûâàåòñÿ дополнительным минором 
ýëåìåíòà aij. 

Алгебраическим дополнением (èëè адъюнктом) Aij ýëåìåíòà aij 
íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð, âçÿòûé ñî ñâîèì èëè ïðîòèâî-
ïîëîæíûì çíàêîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè ñóììà èíäåêñîâ 
i j+  ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé: 

( )A Mij

i j

ij= − +
1 . 

Òåîðåìà 2.8.3. На множестве квадратных матриц n-го поряд-

ка существует функция, удовлетворяющая определению детер-

минанта. 
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äåòåðìèíàíòà ïðîèçâîëüíîãî ïî-

ðÿäêà âûïîëíèì по индукции: ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íåêîòî-
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ðîãî ôèêñèðîâàííîãî начального ïîðÿäêà (ãîâîðÿò, ÷òî âûïîëíÿåò-
ñÿ база индукции), ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
ïîðÿäêà n −1 (ãîâîðÿò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ индуктивное предположе-

ние) è çàòåì äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ïîðÿäêà n. 
Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíà: ñâîéñòâà, ïîëîæåííûå â îñíîâó îï-

ðåäåëåíèÿ, áûëè ïåðâîíà÷àëüíî óñòàíîâëåíû äëÿ äåòåðìèíàíòà âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà ôóíêöèÿ ñ òðå-

áóåìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. 
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî íîìåð ñòîëáöà j è ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå ìàòðèöå n-ãî ïîðÿäêà ÷èñëî 

( ) ( )f a A a Mj ij ij

i

n

ij

i j

ij

i

n

A = = −
=

+

=
∑ ∑

1 1

1 , (2.4) 

ãäå Mij – äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð ýëåìåíòà aij (äîïîëíèòåëüíûå ìè-
íîðû ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíàíòàìè ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà è ñóùåñòâóþò â 

ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (2.4) 
óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà. 

Âûáåðåì â ìàòðèöå A ïðîèçâîëüíóþ k-þ ñòðîêó. Òîãäà ïðè i k=  
ñëàãàåìîå a Akj kj  ñîäåðæèò ýëåìåíò k-é ñòðîêè. Êîýôôèöèåíò Akj ïðè 

ýòîì ýëåìåíòå íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè, òàê êàê ýòà ñòðî-
êà íå âõîäèò â äîïîëíèòåëüíóþ ïîäìàòðèöó Mkj ýëåìåíòà akj. Ïîýòî-
ìó ñëàãàåìîå a Akj kj  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòà akj. 

Äàëåå, ïðè i k≠  â ñëàãàåìûõ a Aij ij  ìíîæèòåëü aij íå ïðèíàäëåæèò 

k-é ñòðîêå, à ìíîæèòåëü ( )Aij

i j

ij= −
+

1 det M  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíî-

ãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè (ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ). Òîãäà ôóíêöèÿ (2.4) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ 
îò ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè; ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî. 

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âûðîæäåííîé ìàòðèöû ( )f j A = 0 . Â ñèëó 

ïðåäëîæåíèÿ 2.8.4 è äîêàçàííîé ëèíåéíîñòè ïî ñòðîêå äîñòàòî÷íî 
ïðîâåðèòü, ÷òî ( )f j A = 0  äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû, èìåþùåé äâå 

îäèíàêîâûå ñòðîêè a ak l=  (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïî-
òðåáîâàòü l k> ). Òîãäà â ñóììå (2.4) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äâà 
ñëàãàåìûõ, òàê êàê ïðè i k≠  è i l≠  äîïîëíèòåëüíàÿ ïîäìàòðèöà Mij 
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ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè è åå äåòåðìèíàíò ðàâåí íóëþ ïî 
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì a akj lj= : 

( ) ( ) ( )f a aj kj

k j

kj lj

l j

ljA M M= − + − =
+ +

1 1det det  

( ) ( ) ( )( )= − − + −1 1 1
j

kj

k

kj

l

lja det detM M . 

Äîïîëíèòåëüíûå ïîäìàòðèöû Mkj è Mlj îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî-
ðÿäêîì ñòðîê: â êàæäîé èç íèõ îñòàëñÿ îòðåçîê îäíîé èç äâóõ îäè-
íàêîâûõ ñòðîê, íî â ìàòðèöå Mlj îí íàõîäèòñÿ íà k-ì ìåñòå, à â ìàò-
ðèöå Mkj – íà ( )l −1 -ì. 

Ïåðåñòàâèì â ìàòðèöå Mkj ñòðîêó ñ íîìåðîì l −1 íà k-å ìåñòî, íå 
íàðóøàÿ ïîðÿäêà îñòàëüíûõ ñòðîê. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî áó-
äåì ïåðåñòàâëÿòü åå ñ ( )l − 2 -é, ( )l − 3 -é, …, k-é ñòðîêîé. Âñåãî ïî-

òðåáóåòñÿ l k− −1 ïåðåñòàíîâîê; ïðè êàæäîé òàêîé ïåðåñòàíîâêå äå-
òåðìèíàíò det M kj  ìåíÿåò çíàê (âíîâü, ïî èíäóêòèâíîìó 

ïðåäïîëîæåíèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, 

( )det detM Mlj

l k

kj= −
− −

1
1 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f aj

j

kj

k

kj

l l k

kjA M M= − − + − − =
− −

1 1 1 1
1

det det  

( ) ( ) ( )( )= − + − =+ − −
1 1 1 0

2 1j k

kj kj

l k
a det M . 

Ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî. 
Ïóñòü E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà â j-ì ñòîëáöå 

âñå ýëåìåíòû êðîìå a jj = 1 ðàâíû íóëþ, è â ñóììå (2.4) îñòàåòñÿ 

îäíî ñëàãàåìîå: 

( ) ( )f j

j j

jjE M= −
+

1 det . 

Íî Mjj – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n −1, è åå äåòåðìèíàíò ðà-
âåí åäèíèöå ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 

( )f j E = 1; ñâîéñòâî 3 âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
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Òàêèì îáðàçîì, детерминантом ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñóììà 
ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî j-ãî ñòîëáöà íà èõ àëãåáðàè-
÷åñêèå äîïîëíåíèÿ: 

( ) ( )det detA M= = − = −
=

+

=

+

=
∑ ∑ ∑a A a M aij ij

i

n

ij

i j

ij

i

n

ij

i j

ij

i

n

1 1 1

1 1 . (2.5) 

Ñîîòíîøåíèå (2.5) íàçûâàåòñÿ разложением äåòåðìèíàíòà ïî 
j-ìó ñòîëáöó. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (2.5) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãî-
÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà, òî èìååò ìåñòî ïðåäëîæåíèå: 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.8. Детерминант обладает свойством линей-

ности по столбцам. 
Ñîîòíîøåíèå (2.5) óñòàíàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ 

äåòåðìèíàíòà ïî ëþáîìó ñòîëáöó. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î 
âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ äåòåðìèíàíòà ïî ëþáîé ñòðîêå. Îòâåò íà 
ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå: 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.9. Для произвольной i-й строки детерминан-

та справедлива формула разложения по строке: 

( ) ( )det detA M= = − = −
=

+

=

+

=
∑ ∑ ∑a A a M aij ij

j

n

ij

i j

ij

j

n

ij

i j

ij

j

n

1 1 1

1 1 , (2.6) 

где Mij – дополнительный минор элемента aij. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â (2.5) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: 

( ) ( ) ( ) ( )det A = − = − + − = − ++

=

+ +

=
≠

+
∑ ∑a M a M a M a M rij

i j

ij

i

n

ij

i j

ij kj

k j

kj

k
k i

n

ij

i j

ij1 1 1 1
1 1

. 

Íî äåòåðìèíàíò ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì îò 
ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè: 

det A = = + = +
= =

≠

∑ ∑a h a h a h a h qij ij

j

n

ij ij ik ik

k
k j

n

ij ij

1 1

. 

Ïî îïðåäåëåíèþ, hij íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè, à q ñî-
äåðæèò âñå åå ýëåìåíòû, êðîìå aij. Àíàëîãè÷íî, ïðè ëþáîì i â äî-
ïîëíèòåëüíûé ìèíîð Mij íå âõîäèò j-é ñòîëáåö, ïîýòîìó íè îäèí èç 
äîïîëíèòåëüíûõ ìèíîðîâ íå çàâèñèò îò ýëåìåíòà aij. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ñóììà r òàêæå íå çàâèñèò îò ýòîãî ýëåìåíòà. 
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Çàìåíèì â ìàòðèöå A ýëåìåíò aij íóëåì (ïîäîáíàÿ çàìåíà íå ñêà-
çûâàåòñÿ íè íà çíà÷åíèè r, íè íà çíà÷åíèè q) è îáîçíà÷èì ïîëó÷åí-
íóþ ìàòðèöó A0. Ïîëó÷èì: det A0 = r , det A0 = q , îòêóäà q r= . Çà-

ìåíèì ýëåìåíò aij åäèíèöåé; òîãäà ( )det A1 1= − ++i j

ijM r , 

det A1 = +h qij , îòêóäà ñ ó÷åòîì q r=  ïîëó÷èì 

( )h Mij

i j

ij= − +
1 . 

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 

Ëèíåéíîñòü äåòåðìèíàíòà ïî ñòîëáöàì ñ ó÷åòîì ðàíåå äîêàçàí-
íîé åäèíñòâåííîñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ: 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.10. Детерминант не меняется при транспо-

нировании: det detA A= T . 
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( )f TA A= det . Ýòà ôóíê-

öèÿ ëèíåéíà ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû AT . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ëèíåéíà 
ïî ñòðîêàì ìàòðèöû A è âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå ñâîéñòâî 1 äëÿ íåå 
âûïîëíåíî. Äàëåå, åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî âûðîæäåííîé áó-
äåò òàêæå ìàòðèöà AT . Ïîýòîìó äëÿ âûðîæäåííîé ìàòðèöû A 

( )f
TA A= =det 0 ; 

ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî. 
Íàêîíåö, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâà-

íèè; ïîýòîìó ( )f
TE E E= = =det det 1, è ñâîéñòâî 3 òàêæå âûïîëíåíî. 

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü èíäóêòèâ-

íî. Áàçà âûïîëíåíà: 

det det
a b

c d
ad bc ad cb

a c

b d









 = − = − =









  

Ïîñëå èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò ðàçëîæèòü äåòåð-
ìèíàíò ìàòðèöû A ïî k-é ñòðîêå, ðàçëîæèòü äåòåðìèíàíò ìàòðè-
öû AT  ïî k-ìó ñòîëáöó è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ. 

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ðàâíîïðàâíîñòü ñòðîê è 
ñòîëáöîâ: ëþáîå óòâåðæäåíèå î äåòåðìèíàíòàõ, ñôîðìóëèðîâàííîå 
äëÿ ñòðîê, îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó â ÷àñòíîñòè: 

1. Ñòîëáöû ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
êîãäà äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. 
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2. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòîëáöîâ äåòåðìèíàíò ìåíÿåò çíàê. 
3. Åñëè ê îäíîìó èç ñòîëáöîâ ïðèáàâèòü äðóãîé, óìíîæåííûé íà 

ëþáîå ÷èñëî, òî äåòåðìèíàíò íå èçìåíèòñÿ. 
Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 2.8.3 è ïðåäëîæå-

íèÿ 2.8.8 ÿâëÿåòñÿ: 
Ïðåäëîæåíèå 2.8.11. Сумма произведений элементов любого 

ряда детерминанта на алгебраические дополнения элементов лю-

бого другого параллельного ряда равна нулю: 

a A a Asj kj

j

n

is ik

i

n

= =
∑ ∑= =

1 1

0 . 

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü äëÿ ñòðîê. Ðàñêëàäûâàÿ 
äåòåðìèíàíò ïî k-é ñòðîêå, ïîëó÷èì: 

det

...

...

...

...

...

a a a

a a a

a a a

a A

n

k k kn

n n nn

kj kj

j

n

11 12 1

1 2

1 2

1























=
=
∑ . 

Òàê êàê àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ Akj íå çàâèñÿò îò 
ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè, òî ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ ïðè çàìåíå (â ëåâîé 
è ïðàâîé ÷àñòÿõ) âñåõ ÷èñåë akj ëþáûìè äðóãèìè n ÷èñëàìè. Çàìå-
íÿÿ akj ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè s-é ñòðîêè ( s k≠ ), ïîëó÷èì â 
ëåâîé ÷àñòè äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñòðîêàìè: 

det

...

...

...

...

...

...

...

a a a

a a a

a a a

a a a

a A

n

s s sn

s s sn

n n nn

sj kj

j

n

11 12 1

1 2

1 2

1 2

1





























=
=
∑ . 

Íî ìàòðèöà ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñòðîêàìè âûðîæäåíà, ïî-
ýòîìó òàêîé äåòåðìèíàíò ðàâåí íóëþ: 

a Asj kj

j

n

=
∑ =

1

0 . 
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.8.7 è ñîîòíîøåíèÿ (2.3) ñëåäóåò ïðåäëîæå-
íèå: 

Ïðåäëîæåíèå 2.8.12. Детерминант произведения квадратных 

матриц равен произведению их детерминантов: 

det det detAB A B= . 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Òîãäà îíà ìî-

æåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö: 
A T T T= 1 2... M . Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (2.2), ïîëó-

÷èì 

det det det ...det detAB T T T B= 1 2 M . 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, det det det ...detA T T T= 1 2 M . Ïîýòîìó 

det det detAB A B= . 

Åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî åå ðàíã ìåíüøå åå ïîðÿäêà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ AB òàêæå ìåíüøå åãî ïîðÿäêà, è 

det det detA B AB= =0 . 

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
Ïóñòü äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, èìåþùàÿ 

ðàíã r (çäåñü r n≤ , r m≤ ) Òîãäà â ýòîé ìàòðèöå ìîæíî âûäåëèòü r 
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, íà 
ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà (ñì. ï. 2.6) 
ïîðÿäêà r, è âñå ïîäìàòðèöû áîëüøåãî ïîðÿäêà âûðîæäåíû. Äåòåð-
ìèíàíò áàçèñíîé ïîäìàòðèöû íàçûâàåòñÿ базисным минором. 

Èç òåîðåìû 2.8.2 ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà: 
Òåîðåìà 2.8.4. Ранг матрицы равен наибольшему порядку от-

личных от нуля миноров. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ îò íóëåâîãî äî 
âòîðîãî ïîðÿäêîâ. 

2. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûðîæ-
äåííîñòè ìàòðèöû. Èñõîäÿ èç ýòîãî óñëîâèÿ óñòàíîâèòå, ÿâëÿþòñÿ 
ëè âûðîæäåííûìè ìàòðèöû 

−









2 1

3 2
; 

2 6

1 3









 ; 

−

−










4 2

2 1
. 

3. Êàê ñâÿçàí íàèáîëüøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ è 
ðàíã ìàòðèöû? 
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2.9. Вычисление детерминантов 

Â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äåòåðìèíàíòà ìû ÷àñòî áóäåì 
èñïîëüçîâàòü îäèíàðíûå ïðÿìûå ñêîáêè: 

a a

a a

11 12

21 22

. 

Äåòåðìèíàíò ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.5) 
èëè (2.6). Íàïðèìåð: 

1 3 2

2 1 4

1 3 2

1
1 4

3 2
3

2 4

1 2
2

2 1

1 3

−

−

− −

= ⋅
−

− −
− ⋅

−
− ⋅

−

−
=  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅ = + + =1 1 2 4 3 3 2 2 4 1 2 2 3 1 1 14 24 10 48 . 

Íà ïðàêòèêå ðàçëîæåíèå ñëåäóåò âåñòè ïî ðÿäó (ñòðîêå èëè 
ñòîëáöó), ñîäåðæàùåìó íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. 
Òàê, äåòåðìèíàíò 

1 2 0

2 0 0

1 1 3−

 

ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âòîðîé ñòðîêå: 

1 2 0

2 0 0

1 1 3

2
2 0

1 3
12

−

= − = − . 

Ñîîòíîøåíèÿ (2.5) èëè (2.6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òî-
áû âûðàçèòü äåòåðìèíàíò íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç åãî ýëåìåíòû, ïî-
ëó÷èâ формулу полного разложения. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû 
òðåòüåãî ïîðÿäêà: 

( ) ( ) ( )det

a a a

a a a

a a a

a
a a

a a
a

a a

a a
a

a a

a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11

2 22 23

32 33

12

3 21 23

31 33

13

4 21 22

31 32

1 1 1

















= − + − + − =

= + + − − −a a a a a a a a a a a a a a a a a a11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33 . 



 

102 

Ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé â 
êàæäîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè 
íàéäåííîé ôîðìóëû ïîëíîãî 
ðàçëîæåíèÿ âûðàæàåòñÿ прави-

лом Саррюса. Ïåðâîå ñëàãàåìîå 
åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ 
ãëàâíîé äèàãîíàëè. Âî âòîðîì 
è òðåòüåì ñëàãàåìûõ äâà ñîìíîæèòåëÿ áåðóòñÿ «ïàðàëëåëüíî» ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè, à òðåòèé ïî îòíîøåíèþ ê íèì ÿâëÿåòñÿ óãëîâûì. 
×åòâåðòîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ïîáî÷íîé äèàãî-
íàëè; â ïÿòîì è øåñòîì ñëàãàåìûõ äâà ñîìíîæèòåëÿ áåðóòñÿ «ïà-
ðàëëåëüíî» ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, à òðåòèé ïî îòíîøåíèþ ê íèì ÿâ-
ëÿåòñÿ óãëîâûì. Ýòî ïðàâèëî îáû÷íî èëëþñòðèðóþò ñõåìîé, 
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.1. 

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2

2 1 4

1 3 2

1 1 2 3 4 1 2 3 2

−

−

− −

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ − −  

( ) ( ) ( ) ( )− − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ − ⋅ = + + − + + =2 1 1 3 2 2 4 3 1 2 12 12 2 12 12 48 . 

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàíåå (ïðè âûïîëíåíèè ðàçëîæåíèÿ ïî 
ïåðâîé ñòðîêå) äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòà ïîòðåáîâàëîñü 14 
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, â òî âðåìÿ êàê èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû 
ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ òðåáóåò óæå 17 äåéñòâèé. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòà n-ãî ïîðÿäêà (ðàçëîæåíèåì ïî 
êàêîìó-ëèáî ðÿäó) òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü n äåòåðìèíàíòîâ ( )n −1 -ãî 

ïîðÿäêà, óìíîæèòü èõ íà ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà è ñëî-
æèòü ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíå-
íèå ñîîòíîøåíèé (2.5) èëè (2.6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòà ïî-
ðÿäêà n òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ( )K n Kn n= + −−1 2 1 àðèôìåòè÷åñêèõ 

îïåðàöèé, ãäå Kn−1  – ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ 

äåòåðìèíàíòà ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà. ×èñëî îïåðàöèé âîçðàñòàåò î÷åíü 

áûñòðî (òàáë. 2.1). 
 

 
Ðèñ. 2.1. Ïðàâèëî Ñàððþñà 
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Òàáëèöà 2.1. 
×èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ 

äåòåðìèíàíòà ïðè ïîìîùè (2.5) è (2.6) 
Ïîðÿäîê 3 4 10 50 150 
×èñëî îïåðàöèé 14 63 9864099 8,3⋅1064 1,6⋅10263 

 
Ôîðìóëà ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ äåòåðìèíàíòà n-ãî ïîðÿäêà ñî-

äåðæèò 

( )n n n! ...= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅1 2 1  

ñëàãàåìûõ. Âû÷èñëåíèå êàæäîãî èç íèõ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ 
( )n −1 -ãî óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë ïîëíîãî 

ðàçëîæåíèÿ îáùåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îêàçûâàåò-
ñÿ ðàâíûì K n nn = −! 1 (òàáë. 2.2). 

 
Òàáëèöà 2.2. 

×èñëî îïåðàöèé â ôîðìóëàõ ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ 
Ïîðÿäîê 3 4 10 50 150 
×èñëî îïåðàöèé 17 95 36287999 1,5⋅1066 8,6⋅10264 

 
Èç òàáë.  2.1 è 2.2 ñî âñåé î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò ïðàêòè÷åñêàÿ 

íåöåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (2.5), (2.6) è ôîðìóë 
ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ1. Âñå ïðèãîäíûå äëÿ ïðàêòèêè ìåòîäû âû÷èñ-
ëåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ îñíîâàíû íà ëèíåéíîñòè ïî ñòðîêå èëè ñòîëá-
öó. 

Ïðåäëîæåíèå 2.9.1. Детерминант треугольной матрицы равен 

произведению ее диагональных элементов. 
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè äëÿ âåðõíåé 

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. 
Äåòåðìèíàíò òðåóãîëüíîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí 

a b

c
ac b ac

0
0= − ⋅ = ; 

áàçà âûïîëíåíà. 

                               
1 Ñóùåñòâóåò è äðóãàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèìåíÿòü ни в коем случае 

нельзя. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ è îøèáêè îê-
ðóãëåíèÿ ìàøèííûõ îïåðàöèé î÷åíü áûñòðî ïðèâîäÿò ê ïîð÷å ðåçóëüòàòà. 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ äåòåðìèíàíòà 
( )n −1 -ãî ïîðÿäêà è íàéäåì äåòåðìèíàíò 

det

...

...

...

...

...

A =

a a a a

a a a

a a

a

n

n

n

nn

11 12 13 1

22 22 2

33 3

0

0 0

0 0 0

. 

Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì: 

det

...

...

...

...

...

...

...

...

...

A = = =

a a a a

a a a

a a

a

a M a

a a a

a a

a

n

n

n

nn

n

n

nn

11 12 13 1

22 22 2

33 3 11 11 11

22 23 2

33 3

0

0 0

0 0 0

0

0 0

. 

Íî äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð M11 ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì âåðõíåé 
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïî-

ëîæåíèþ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ; ñëåäîâà-
òåëüíî 

det ...A = a a ann11 22 . 

Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ è ëèíåéíûõ 
ñâîéñòâ ïðèâîäèò ê ìåòîäàì èç ãðóïïû методов Гаусса. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü äåòåðìèíàíò: 

1 3 2

2 1 4

1 3 2

−

−

− −

. 

Ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà –2; ïðèáà-
âèì ê òðåòüåé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà –1. Ïîëó÷èì: 

1 3 2

2 1 4

1 3 2

1 3 2

0 7 8

0 6 0

−

−

− −

=

−

−

−

. 

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ äåòåðìèíàíòà ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó 
íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ýëåìåíò a32. Äëÿ ýòîãî ìîæíî áûëî áû çàìå-
íèòü òðåòüþ ñòðîêó ñóììîé åå ñî âòîðîé ñòðîêîé, óìíîæåííîé íà 
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−
6

7
. Îäíàêî ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äðîáíûõ çíà÷åíèé, ÷òî çà-

òðóäíÿåò ðó÷íûå âû÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó ëó÷øå ïåðåñòàâèòü âòîðîé è 
òðåòèé ñòîëáöû: 

( )
1 3 2

0 7 8

0 6 0

1 2 3

0 8 7

0 0 6

48 48

−

−

−

= −

−

−

−

= − − = . 

×èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
äåòåðìèíàíòà ìåòîäîì Ãàóññà, ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà âîçðàñòàåò 
ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (ïðîïîðöèîíàëüíî òðåòüåé ñòåïåíè ïîðÿäêà). 
Ïîýòîìó â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçëîæåíèÿõ (2.5) 
èëè (2.6), ìåòîä Ãàóññà ñîõðàíÿåò ïðàêòè÷åñêóþ ïðèãîäíîñòü 
âïëîòü äî ïîðÿäêîâ n ~ 1000 . 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ñàððþñà, âû÷èñëèòå 

−

−

−

3 3 2

2 2 1

1 1 1

; 

2 2 3

2 1 3

2 2 1

− −

− − −

− −

; 

− −

− − −

−

1 2 3

3 2 3

3 1 1

. 

2. Äîêàæèòå 

( )( )( )
1

1

1

2

2

2

a a

b b

c c

a b b c c a= − − −  

3 [10]. Âû÷èñëèòå 

sin cos

cos sin

α α

α α−
; 

tg

tg

α

α

−1

1
; 

cos sin

cos sin

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

−

i

i

1

1
. 

4. Ðàñêëàäûâàÿ äåòåðìèíàíò ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó, âû÷èñëèòå 

1 1 2 3

2 2 1 2

2 3 2 3

2 1 1 1

− −

− −

− − −

−

; 

2 1 3 1

3 2 1 2

3 2 3 3

2 3 1 2

−

− − −

− −

− −

. 
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5. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà, âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè óïðàæíå-
íèé 1 è 4. 

6 [9]. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ 

3

2 1 3

10 1 1

0

x x

x

−

−

+

= ; 

x x x

x x x

x x x

+ +

+ + +

+ + +

=

1 2

3 4 5

6 7 8

0 . 

7*. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû 
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ. 



 

 

Глава 3. Системы линейных алгебраических уравнений 

Îäíîé èç âàæíåéøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû, 
íàðÿäó ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëåé è îáðàùåíèåì ìàòðèö, ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå систем линейных алгебраических уравнений.  

Âñå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ïðèíÿòî ðàçäåëÿòü íà äâå îñ-
íîâíûå ãðóïïû. 

Прямые методы ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ïîñëå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþò-
ñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê ñèñòåìû íåâåëèê (íå áîëåå 103), èëè 
æå åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò ñïåöèàëüíûé âèä (íàïðè-
ìåð, ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé, áëî÷íîé èëè ñèììåòðè÷åñêîé). 

Итерационные методы ïîçâîëÿþò ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðà-
öèé ïîëó÷èòü ëèøü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî 
ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé). Èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû îáû÷íî ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì âûñîêîãî 
ïîðÿäêà (n ~ ...10 103 8 ) èëè æå äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî 
ïðÿìûìè ìåòîäàìè. 

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðÿìûå ìåòîäû. 

3.1. Теорема Кронекера–Капелли 

Неоднородной системой m линейных алгебраических уравне-

ний с n неизвестными íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà 

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

m m mn n m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + + =

+ + + =

+ + + =













...

...

...

...

, (3.1) 

èëè, â ñîêðàùåííîé çàïèñè: 

a x bij j

j

n

i

=
∑ =

1

, i m= 1, . (3.2) 

Çäåñü aij – коэффициент ïðè j-ì íåèçâåñòíîì â i-ì óðàâíåíèè, bi 
– свободный член â i-ì óðàâíåíèè. 

Âåêòîð-ñòîëáöû 

( )x = x x xn

T

1 2, , ..., , ( )b = b b bm

T

1 2, , ...,  

íîñÿò íàçâàíèå столбца неизвестных è столбца свободных членов. 
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Матрицей коэффициентов, èëè основной матрицей системы íà-
çûâàåòñÿ ìàòðèöà 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

. 

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ñèñ-
òåìà (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ 

Ax b= . 

Решением ñèñòåìû (3.1) íàçûâàåòñÿ ñòîëáåö x, îáðàùàþùèé âñå 
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â òîæäåñòâà. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöè-
åíòîâ îáîçíà÷èòü êàê aj, òî ñèñòåìó (3.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

a bj j

j

n

x
=
∑ =

1

; (3.3) 

ñëåäîâàòåëüíî, решение системы – это совокупность коэффициен-

тов в разложении столбца свободных членов по столбцам матрицы 

коэффициентов. 
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ совместной, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî 

ðåøåíèå, è несовместной, åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèé. Íàïðèìåð, 
ñèñòåìà 

x x

x x

1 2

1 2

2 5

1

+ =

− = −




 

ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé: íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð-ñòîëáåö 

( )x = 1 2,
T  îáðàùàåò îáà åå óðàâíåíèÿ â âåðíûå ðàâåíñòâà. Ñèñòåìà 

x x

x x

1 2

1 2

0

1

+ =

+ =




 

ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, òàê êàê íåëüçÿ íàéòè òàêîé ïàðû ÷èñåë, 
ñóììà êîòîðûõ áûëà áû ðàâíà íóëþ è åäèíèöå îäíîâðåìåííî. 

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ определенной, åñëè îíà èìååò 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è неопределенной, åñëè îíà èìååò áîëåå îä-
íîãî ðåøåíèÿ. 



 

109 

Ïðèìåðîì íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ 

x x x

x x

1 2 3

1 2

2 2

0

+ − =

− =




. 

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé âåêòîð-ñòîëáåö 

( )x = + +α α α1 1, ,
T , 

ãäå α – ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû. 
Âîïðîñ îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû ðåøàåò ïðåäëîæåíèå: 
Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Если столбцы матрицы коэффициентов 

линейно независимы, то система не может быть неопределен-

ной. 
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( )′ = ′x x j  è ( )′′ = ′′x x j  – ðåøåíèÿ ñèñòåìû: 

a bj j

j

n

x ′ =
=
∑

1

, a bj j

j

n

x ′′ =
=
∑

1

. 

Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàçëîæåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì: 

( )a 0j j j

j

n

x x′ − ′′ =
=
∑

1

, 

îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ aj ñëåäóåò 

′ − ′′ =x xj j 0 , j n= 1, , 

èëè ′ = ′′x x . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
Расширенной матрицей ñèñòåìû (3.1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà êî-

ýôôèöèåíòîâ, äîïîëíåííàÿ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ: 

A*

...

...

...

...

...
=



















a a a

a a a

a a a

b

b

b

n

n

m m mn m

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2 . 

Âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (3.1) ðåøàåò 
Òåîðåìà 3.1.1 (теорема Кронекера–Капелли). Система линей-

ных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг ос-

новной матрицы системы равен рангу ее расширенной матрицы. 
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà ñîâìåñòíà è ñòîëáåö 

( )x = x j  ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì. 

Òîãäà ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
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íîé êîìáèíàöèåé åå ïåðâûõ n ñòîëáöîâ: 

b a=
=
∑ j j

j

n

x
1

. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ 
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ìîæíî îáðàòèòü åå ïîñëåäíèé ñòîëáåö â ñòîë-
áåö èç íóëåé. Íî íè ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ, íè 
ïðèïèñûâàíèå íóëåâîãî ñòîëáöà íå ìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû; ïîýòîìó 
rang rang *A A= . 

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü rang rang *A A= = r ; òîãäà áàçèñ-

íàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ 
áàçèñíîé è äëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû A*. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåä-
íèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî r 
ñòîëáöàì a a aj j jr1 2

, ,...,  áàçèñíîé ïîäìàòðèöû: 

b a=
=
∑ x j

k

r

jk k

1

. 

Íî òîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 
âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, äîáàâèâ íåäîñòàþùèå ñòîëáöû ñ íóëåâû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé? 
×òî íàçûâàþò îñíîâíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû? ×òî íàçûâàþò ñòîëáöîì 
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ? Ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ? 

2. ×òî íàçûâàþò ðåøåíèåì ñèñòåìû? Êàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ 
ñîâìåñòíîé? Êàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé? 

3. ×òî íàçûâàþò ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû? 
4. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå òåîðåìû Êðîíåêåðà–Êàïåëëè. 
5. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êðîíåêåðà–Êàïåëëè è ïðåäëîæåíèå 3.3.1, 

ðåøèòå âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû 

2 7

2 5

x y z

x y z

+ + =

− + =




. 
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3.2. Метод Гаусса (общий случай) 

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

. 

Главными минорами ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ äåòåðìèíàíòû 

A a1 11= ; A
a a

a a
2

11 12

21 22

= ; ...; A

a a a

a a a

a a a

k

k

k

k k kk

=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

, 

ãäå k – íàèìåíüøåå ñðåäè m è n. 
Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà (3.1) èç m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, ïðè÷åì ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ 
ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû: 

rang rang *A A= = r . 

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûå r ãëàâíûõ 
ìèíîðîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íû îò íóëÿ. 

Óìíîæåíèå ëþáîãî óðàâíåíèÿ íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî è çà-
ìåíà ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñóììîé åãî ñ äðóãèì óðàâíåíèåì íå ìåíÿþò 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó !
ш
…, 
 “, “2
м/ …
 м
… 
2“  C!,  .л
-
м
…2=!…/. C!
%K!=ƒ%"=…,  . “2!%* !=“ш, !
……%L м=2!, ц/. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñëåäóåò ýëåìåí-
òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèäàòü ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòóþ 
ôîðìó: 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0

0

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1

2

... ...

... ...

...

... ...

...

...

...

α α α

α α α

α α α

β

β

β

r r n

r r n

r r r r r n r

+ +

+ +

+ +





























. 
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Ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç r óðàâíåíèé: 

x xi ij j

j r

n

i+ =
= +
∑α β

1

, i r= 1, , 

èëè 

x xi i ij j

j r

n

= −
= +
∑β α

1

, i r= 1, . (3.4) 

Ïåðâûå r íåèçâåñòíûõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò r áàçèñíûì 
ñòîëáöàì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è îñòàâëåíû â ëåâûõ ÷àñòÿõ 
óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.4), íàçûâàþò базисными. Îñòàëüíûå n r−  
íåèçâåñòíûõ íàçûâàþò свободными. Çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ íåèçâåñò-
íûõ ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî; ïðè ýòîì ïî ôîðìóëàì (3.4) 
çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òî âìåñòå ñî 
çíà÷åíèÿìè ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ îáðàçóþò ðåøåíèå ñèñòåìû. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëû (3.4) ÿâëÿþòñÿ îïèñàíèåì âñåãî ìíîæåñò-
âà ðåøåíèé. 

Ïðèâåäåíèå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6.3 – ìåòîäîì 
Ãàóññà. Ïîýòîìó è ñàì ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
íàçûâàþò методом Гаусса. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó 

x x x

x x

x x

1 2 3

1 2

1 3

2 2

0

1

+ − =

− =

− =









. 

Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (ðàâåíñòâî ðàíãîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåí-
òîâ è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà â ïðîöåññå 
ïðèâåäåíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå: 

1 1 2

1 1 0

1 0 1

2

0

1

1 0 1

0 1 1

0 1 1

1

1

1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

1

1

0

−

−

−

















−

−

−

−

















−

−

















~ ~ . 

Ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ è ïåðâûõ 
äâóõ ñòîëáöàõ, ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé êàê äëÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, 
òàê è äëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàíãè ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò è óñëîâèÿ òåîðåìû Êðîíå-
êåðà–Êàïåëëè (äëÿ èñõîäíîé è ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåì) âûïîëíå-
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íû. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, åå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëàìè 
(3.4) è â äàííîì ïðèìåðå èìååò âèä: 

x x

x x

1 3

2 3

1

1

= +

= +




. 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû 
ñèñòåìû ðàâåí r, íî ñðåäè ïåðâûõ r ãëàâíûõ ìèíîðîâ åñòü íóëåâûå. 
Ìîæíî ëè â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê 
ïðèâåñòè ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó? 

2. Íàéäèòå ðåøåíèÿ èëè äîêàæèòå íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåì: 

x y z

x y z

x y z

− + = −

+ + = −

− − = −









4

2

2 2 2

; 

2 5

2

2 6

x y z

x y z

x y z

− + =

− + + = −

− + =









; 

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ − = −

+ − =









2 6

2 1

2 3 5

; 

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + =

− + =









2 4

3 2 1

2 0

. 

Âûïîëíèòå ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

3.3. Однородные системы 

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ одно-

родной, åñëè â íåé âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ: 

a xij j

j

n

=
∑ =

1

0 , i m= 1, . (3.5) 

Òàê êàê ïðèïèñûâàíèå íóëåâîãî ñòîëáöà ê ìàòðèöå êîýôôèöèåí-
òîâ íå ìåíÿåò åå ðàíãà, òî äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû óñëîâèÿ òåîðå-
ìû Êðîíåêåðà–Êàïåëëè âûïîëíåíû âñåãäà. Ïîýòîìó îäíîðîäíàÿ 
ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà – îäíèì èç åå ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé 
âåêòîð. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàþò тривиальным; âñå îñòàëüíûå (íåíó-
ëåâûå) ðåøåíèÿ íàçûâàþò нетривиальными. 

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî îäíîðîäíîé ñèñòåìû óñòàíàâëèâàåò ïðåä-
ëîæåíèå: 

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Линейная комбинация решений однородной 

системы также является ее решением. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2, …, xk – ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.5): 

Ax 0s = , s k= 1, . 
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Òîãäà 

A x Ax 0 0α α αs s

s

k

s s

s

k

s

s

k

= = =
∑ ∑ ∑= = =

1 1 1

. 

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
Åñëè ñòîëáöû aj ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (3.5) ëèíåéíî 

íåçàâèñèìû, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíàÿ 
ñèñòåìà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì 
ñëó÷àå ðàâåíñòâî 

a 0j j

j

n

x
=
∑ =

1

 

âîçìîæíî òîëüêî ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè xj. 
Ïðåäëîæåíèå 3.3.1 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î замкнутости 

ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.5) îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû 
(3.5) ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì èç n ÷èñåë, ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâà òàêèõ 
íàáîðîâ âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì. Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò фундамен-

тальным набором решений; ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ 
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé ôóíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà. Ìàòðè-
öó  F, â ñòîëáöàõ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ èç ôóíäàìåíòàëüíîãî 
íàáîðà, íàçûâàþò фундаментальной матрицей системы. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ìîæíî ïî ôîðìó-
ëàì (3.4) âûðàçèòü r áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç n r−  ñâîáîäíûõ: 

x xj ij j

j r

n

=
= +
∑α

1

, i r= 1, . 

Çàòåì âåêòîð-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì âåêòîðàì åñòåñòâåííîãî áàçèñà ( )n r− -ìåðíîãî 

êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. 
Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðå-

øåíèé ñèñòåìû 

x x x x

x x x

x x

1 2 3 4

1 2 4

1 3

2 2 0

2 0

0

+ − + =

− − =

− =









. 
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Ïðèâîäÿ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, áóäåì 
èìåòü: 

1 1 2 2

1 1 0 2

1 0 1 0

1 0 1 0

0 1 1 2

0 1 1 2

1 0 1 0

0 1 1 2

0 0 0 0

−

− −

−

















−

− −

−

















−

−
















~ ~ . 

Ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé ñ 
äâóìÿ ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè: 

x x

x x x

1 3

2 3 42

=

= −




. 

Ïîëàãàÿ âåêòîð-ñòîëáåö ( )x x
T

3 4,  ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâíûì âåêòî-

ðàì ( )1 0,
T
 è ( )0 1,

T
, ïîëó÷èì äâà âåêòîðà, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà ðåøåíèé: 

e1

1

1

1

0

=



















, e2

0

2

0

1

=
−


















. 

Ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 
âåêòîðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà: 

x e e= + =
−



















α α

α

α α

α

α

1 1 2 2

1

1 2

1

2

2
. 

Çàïèñàâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû 

F =
−



















1 0

1 2

1 0

0 1

, 

ïðîèçâîëüíîå – общее – ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå 

x Fc= , 

ãäå ( )c = α α1 2,
T  – ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. 
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Ïóñòü äàíà íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (3.1) èç m óðàâíåíèé ñ n íå-
èçâåñòíûìè: 

Ax b= . 

Òîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (3.5) ñ òîé æå ìàòðèöåé êîýôôèöèåí-
òîâ, ÷òî è (3.1): 

Ax 0=  

íàçûâàåòñÿ приведенной ïî îòíîøåíèþ ê (3.1). Ñâÿçü ìåæäó ðåøå-
íèÿìè èñõîäíîé (íåîäíîðîäíîé) è ïðèâåäåííîé ñèñòåì óñòàíàâëè-
âàþò ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ. 

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Сумма любого решения x неоднородной 

системы с любым решением x0 приведенной системы является 

решением неоднородной системы. 
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Ax b=  è Ax 00 = , òî 

( )A x x Ax Ax b 0 b+ = + = + =0 0 . 

Ïðåäëîæåíèå 3.3.3. Разность двух любых решений x1 и x2 неод-

нородной системы является решением приведенной системы. 
Äåéñòâèòåëüíî, 

( )A x x Ax Ax b b 01 2 1 2− = − = − = . 

Ïóñòü F – ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Èç 
äîêàçàííûõ ïðåäëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàéäÿ êàêîå-ëèáî частное 
ðåøåíèå ′x  íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è ñêëàäûâàÿ åãî ñ êàæäûì ðåøå-
íèåì ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, ìû íàéäåì âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé 
ñèñòåìû 

x x Fc= ′ + , (3.6) 

ãäå c – ïðîèçâîëüíûé âåêòîð-ñòîëáåö, âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà ðàçíî-
ñòè ìåæäó ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ è ðàíãîì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ. 

Ñîîòíîøåíèå (3.6) íàçûâàþò общим решением неоднородной 

системы; ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò (3.4) òîëüêî 
ïî ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ 

( )′ =x β β β1 2 0 0, ,..., , ,...,r

T , 

( )c = + +x x xr r n

T

1 2, ,..., , 
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F =

− − −

− − −

− − −































+ +

+ +

+ +

α α α

α α α

α α α

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

r r n

r r n

r r r r r n

...

...

...

...

...

...

...

...

, 

âíîâü ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ (3.4). 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. Êàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò îäíîðîäíîé? 
2. ×òî íàçûâàþò òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû? 
3. ×òî íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûì íàáîðîì ðåøåíèé? 
4. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíûå íàáîðû ðåøåíèé è óêàæèòå ðàç-

ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé îäíîðîäíûõ ñèñòåì: 

x y z

x y z

x y z

− + =

− − =

+ + =









0

2 0

0

; 

x y z t

x y z t

x y z t

− + + =

− − + =

+ + − =









2 0

2 0

0

; 

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ + − =

+ + − =









2 0

3 0

3 8 0

. 

3.4. Разновидности метода Гаусса 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé n 
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ: 

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

n n nn n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + + =

+ + + =

+ + + =













...

...

...

...

, (3.7) 
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Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèç-
âåñòíûõ. Òîãäà ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû òàêæå ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-
ëîì íåèçâåñòíûõ (ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðè-
öû ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé). Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.1 è òåîðåìû 
Êðîíåêåðà–Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.7) ñîâìåñòíà è îïðåäå-
ëåííà. Êàê è ðàíåå, åå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìó-
ëàì (3.4): 

xi i= β , i n= 1, , 

ãäå βi – ÷èñëà, íàõîäÿùèåñÿ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû ïîñëå ïðèâåäåíèÿ åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó: 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

2

...

...

...

...

β

β

βn



















. 

Òàêèì îáðàçîì, для решения системы (3.7) левую часть ее рас-

ширенной матрицы (матрицу коэффициентов) следует элементар-

ными преобразованиями строк привести к единичной матрице; то-

гда последний столбец расширенной матрицы будет являться 

решением системы.  
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèþ 

ìàòðèöû ñïðàâà íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Ïóñòü 
ïðåîáðàçîâàíèÿ T1, T2, …, Ts ïåðåâîäÿò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ â 
åäèíè÷íóþ: 

T T T A Es s− =1 1... . 

Òîãäà ýòà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåâåäåò 
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ðåøåíèå ñèñòåìû: 

T T T b xs s− =1 1... . 

Íî èç èçëîæåííîãî â ï. 2.7 ñëåäóåò 

T T T As s−
−=1 1

1... , 

ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

x A b= −1 . (3.8) 
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å. Äîñòàòî÷íî óì-
íîæèòü îáå ÷àñòè ñèñòåìû Ax b=  íà ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå 
êîýôôèöèåíòîâ: 

A Ax A b− −=1 1 , Ex A b= −1 , x A b= −1 . 

Ôîðìóëîé (3.8) ðåøåíèå ñèñòåìû ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàò-
ðèöó êîýôôèöèåíòîâ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó 

x x

x x

1 2

1 2

1

2 4

− = −

+ =




. 

Îáðàòèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ: 

1 1

2 1

1 0

0 1

1 1

0 3

1 0

2 1

1 1

0 1

1 0

2 3 1 3

1 0

0 1

1 3 1 3

2 3 1 3

−









−

−











−

−











−









~ ~ ~

, 

A− =
−










1
1 3 1 3

2 3 1 3
. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû: 

x A b= =
−










−







 =

− +

+








 =










−1
1 3 1 3

2 3 1 3

1

4

1 3 4 3

2 3 4 3

1

2
. 

Îáðàùåíèå ìàòðèöû ìåòîäîì Ãàóññà ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåí-
íîìó ðåøåíèþ n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó èñïîëüçîâà-
íèå ñîîòíîøåíèÿ (3.8) äëÿ ðåøåíèÿ åäèíñòâåííîé ñèñòåìû 
íåýôôåêòèâíî. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîãëî áû îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì, åñ-
ëè áû òðåáîâàëîñü ðåøèòü áîëüøîå ÷èñëî ñèñòåì ñ îäèíàêîâîé ìàò-
ðèöåé êîýôôèöèåíòîâ (îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ 
÷ëåíîâ). Îäíàêî è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, ñðàâíè-
ìûå ñ ñîîòíîøåíèåì (3.8) ïî âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè è â 
ìåíüøåé ñòåïåíè ïîäâåðæåííûå âëèÿíèþ îøèáîê îêðóãëåíèÿ è ïî-
ãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ. 

Âûáîð êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, ïðåâðàùàþùåé ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ â åäèíè÷íóþ, ïîðî-
æäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ãàóññà. 
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Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.7), ïðè÷åì âñå ãëàâ-
íûå ìèíîðû åå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ 

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

...

 

îòëè÷íû îò íóëÿ (âûïîëíåíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ âñåãäà ìîæíî äî-
áèòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê). 

Ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà Ãàóññà, íàçûâàåìàÿ схемой единственного 

деления, ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè èñõîäíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó ñ 
âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ (прямой ход) è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ, íà÷èíàÿ ñ n-ãî (обратная 

подстановка). 
Çàìå÷àíèå 3.1. Íàðÿäó ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ðàñøè-

ðåííîé ìàòðèöû âîçìîæíî èçìåíåíèå ïîðÿäêà åå ñòîëáöîâ, îäíàêî òàêîå èçìå-
íåíèå äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ïåðåíóìåðàöèåé íåèçâåñòíûõ. 

Êàê è ðàíåå, âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî ïðèìåíÿòü íå ê èñõîä-
íîé ñèñòåìå, à ê åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöå. 

Ïåðâûé ãëàâíûé ìèíîð îòëè÷åí îò íóëÿ: A a1 11 0= ≠ . Ïðåîáðà-

çîâàíèÿ прямого хода íà÷èíàþòñÿ ñ äåëåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöû íà ýëåìåíò a11 (единственное деление), çà êîòîðûì 
ñëåäóåò çàìåíà ñòðîê ñî âòîðîé ïî n-þ íà ðàçíîñòè èõ ñ ïåðâîé 
ñòðîêîé, óìíîæåííîé íà − ai1  (çäåñü i n= 2, ). 

Â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ïðèìåò âèä 

a a a

a a a

a a a

b

b

b

a a

a a

a a

b

b

b

n

n

n n nn n

n

n

n nn n

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

12 1

22 2

2

1

2

1

0

0

...

...

...

...

...
~

...

...

...

...

...



















′ ′

′ ′

′ ′

′

′

′



















; 

ãîâîðÿò, ÷òî â ìàòðèöå исключены ýëåìåíòû a21, a31, …, an1. 
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Òàê êàê âòîðîé ãëàâíûé ìèíîð èñõîäíîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû 
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, òî â ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå ìèíîð 

1

0
1 0

12

22

22 12 22

′

′
= ⋅ ′ − ⋅ ′ = ′

a

a
a a a  

òàêæå îòëè÷åí îò íóëÿ; ñëåäîâàòåëüíî, ′ ≠a22 0 . Âòîðîé øàã ñõåìû 

åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèé ïåð-
âîãî øàãà ê ïîäìàòðèöå ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà, ðàñïîëîæåííîé â ñòîëá-

öàõ è ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè îò 2 äî n. Ðàçäåëèì âòîðóþ ñòðîêó ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû íà ′a22  è çàìåíèì ñòðîêè ñ òðåòüåé ïî n-þ íà 

ðàçíîñòè èõ ñî âòîðîé ñòðîêîé, óìíîæåííîé íà − ′a i2 , i n= 3, . Ïîëó-

÷èì: 

1

0

0

1

0 1

0 0

0 0

12 1

22 2

2

1

2

12 13 1

23 2

33 3

3

1

2

3

′ ′

′ ′

′ ′

′

′

′



















′ ′ ′

′′ ′′

′′ ′′

′′ ′′

′

′′

′′

′′























a a

a a

a a

b

b

b

a a a

a a

a a

a a

b

b

b

b

n

n

n nn n

n

n

n

n nn n

...

...

...

...

...
~

...

...

...

...

...

. 

Âûïîëíèâ â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì àëãîðèòìîì n −1 øàã, ïðåîá-
ðàçóåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ñ åäèíèöàìè 
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. 

a a a

a a a

a a a

b

b

b

n

n

n n nn n

n

n

n

n

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

12 13 1

23 2

3

1

2

3

1

0 1

0 0 1

0 0 0 1

...

...

...

...

...
~

...

...

...

...

...









































α α α

α α

α

β

β

β

β

 (3.9) 

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ìàòðèöå ñèñòåìà óðàâíåíèé 

x xi ij j

j i

n

i+ =
= +
∑α β

1

 (3.10) 

äîïóñêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîå îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ, íà÷èíàÿ ñ 
ïîñëåäíåãî (обратная подстановка).  

Ïîëîæèì i n= , òîãäà (3.10) ïðèìåò âèä 

xn n= β . 
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Ïîëàãàÿ çàòåì i n n= − −1 2 1, , ..., , ïîëó÷èì 

x xi i ij j

j i

n

= −
= +
∑β α

1

. 

Âìåñòî âûïîëíåíèÿ îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè ìîæíî ýëåìåíòàðíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê äîâåñòè ìàòðèöó (3.9) äî åäèíè÷íîé 
(обратный ход ìåòîäà Ãàóññà). Â ýòîé ôîðìå ñõåìà åäèíñòâåííîãî 
äåëåíèÿ ïåðåõîäèò â ñõåìó Жордана–Гаусса, êîòîðàÿ óæå áûëà èñ-
ïîëüçîâàíà âûøå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è îáðà-
ùåíèÿ ìàòðèö. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé (ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû áóêâàìè x, y è z): 

x y z

x y z

x y z

+ + = −

− − = −

− − =









2 4

3 2 3

2 2 1

. (a) 

Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó: 

1 1 2

3 2 1

1 2 2

4

3

1

1 1 2

0 5 7

0 3 4

4

9

5

1 1 2

0 15 21

0 15 20

4

27

25

− −

− −

−

−

















− −

− −

−













 − −

−

−

















~ ~ ~  

~

1 1 2

0 5 7

0 0 1

4

9

2

−

−

−
















. 

Çäåñü åùå íå âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû åäèíèöå, îäíàêî 
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî è íå òðåáóåòñÿ. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà 
ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå 

x y z

y z

z

+ + = −

+ = −

= −









2 4

5 7 9

2

. 

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ z = −2 . Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå, 
íàéäåì: 

5 14 9y − = − , 5 5y = , y = 1. 
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå y è z â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: 

x + − = −1 4 4 , x = −1. 

Âìåñòî âûïîëíåíèÿ îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè ìîæíî âûïîëíèòü îá-
ðàòíûé õîä (ôàêòè÷åñêè, âûïîëíÿþòñÿ òå æå ñàìûå äåéñòâèÿ; ðàç-
ëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â ôîðìå çàïèñè): 

1 1 2

0 5 7

0 0 1

4

9

2

1 1 2

0 1 7 5

0 0 1

4

9 5

2

1 1 0

0 1 0

0 0 1

0

1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

1

2

−

−

−

















−

−

−















 −

















−

−

















~ ~ ~ ; 

êàê è ðàíåå, ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö ( )− −11 2, ,
T . 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè метода оптимального исключения ïîî÷åðåä-
íî âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà. 
Ðåøåíèå ñèñòåìû òàêæå íà÷èíàåòñÿ ñ äåëåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû íà ýëåìåíò a11; ïîëó÷åííàÿ ñòðîêà èñïîëüçóåòñÿ 
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà a21 âòîðîé ñòðîêè. Çàòåì íîâàÿ 
âòîðàÿ ñòðîêà äåëèòñÿ íà ýëåìåíò ′a22  è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷å-

íèÿ âòîðîãî ýëåìåíòà ′a12  ïåðâîé ñòðîêè. Íà âòîðîì øàãå ïðè ïîìî-

ùè äâóõ ïåðâûõ ñòðîê èñêëþ÷àþò ïåðâûå äâà ýëåìåíòà òðåòüåé 
ñòðîêè; çàòåì ïðè ïîìîùè òðåòüåé ñòðîêè èñêëþ÷àþò òðåòèé ýëå-
ìåíò â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ k øàãîâ äàííîãî 
àëãîðèòìà ïåðâûå k ñòðîê è k ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû k-ãî ïîðÿäêà. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó (a). Èìååì: 

1 1 2

3 2 1

1 2 2

4

3

1

1 1 2

0 5 7

1 2 2

4

9

1

1 1 2

0 1 7 5

1 2 2

4

9 5

1

− −

− −

−

−

















− −

− −

−













 − −

−

−

















~ ~ ~  

~ ~ ~

1 0 3 5

0 1 7 5

1 2 2

11 5

9 5

1

1 0 3 5

0 1 7 5

0 0 1 5

11 5

9 5

2 5− −

−

−

















−

−

−

















 

~ ~

1 0 3 5

0 1 7 5

0 0 1

11 5

9 5

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

1

2

−

−

−

















−

−
















; 

ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö ( )− −11 2, ,
T . 
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Контрольные вопросы и упражнения 

1. Èñïîëüçóÿ ñõåìó åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ, ðåøèòå ñèñòåìû: 

x y z

x y z

x y z

+ − = −

− + =

+ + =









2 2 3

2 2 5

2 2 1

; 

2 4

3 4 2 11

3 2 4 11

x y z

x y z

x y z

− − =

+ − =

− + =









; 

2 2 3

3

2 2

2 2

x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

− − − = −

− + − − = −

− + − + =

− + + =













. 

Âûïîëíèòå ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 
2. Ðåøèòå ñèñòåìû ïåðâîãî óïðàæíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîä îïòè-

ìàëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ. 
3. Íàéäèòå ðåøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ñèñòåì ïåðâîãî óïðàæíåíèÿ, 

îáðàùàÿ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ (ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ êàê ïðîèçâå-
äåíèÿ ìàòðèö, îáðàòíûõ ê ìàòðèöàì êîýôôèöèåíòîâ, íà ñòîëáåö 
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ). 

3.5. LU-разложение 

Ïðåæäå âñåãî âíîâü ïîä÷åðêíåì ñõîäñòâî îïåðàöèé îáðàùåíèÿ 
ìàòðèöû è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðè îáðàùåíèè 
ìàòðèöà ñïðàâà äîïîëíÿåòñÿ åäèíè÷íîé, à ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû 
óðàâíåíèé – ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, îäíàêî õàðàêòåð ïîñëå-
äóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ только самой матрицей è â 
òîì è äðóãîì ñëó÷àÿõ îäèí è òîò æå. 

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ – ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó 
êîýôôèöèåíòîâ â òàêîé ôîðìå, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå íàèáîëåå ïðîñòî è / èëè ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ (ïðè 
ôèêñèðîâàííûõ ïîãðåøíîñòÿõ îêðóãëåíèÿ è ïîãðåøíîñòÿõ èñõîä-
íûõ äàííûõ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé (разложений) 
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî. Çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ 
ëèøü íà òîì èç íèõ, êîòîðîå â íåêîòîðîì ðîäå ÿâëÿåòñÿ «ìàòðè÷íîé 
çàïèñüþ» àëãîðèòìà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ. 

Êàê óêàçàíî ðàíåå, öåëüþ ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà åäèíñòâåííîãî 
äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå (ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè 
ñòðîê) ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå 
(êàê è ðàíåå, ìû òðåáóåì, ÷òîáû åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áûëè 
ðàâíû åäèíèöå): 
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U =























1

0 1

0 0 1

0 0 0 1

12 13 1

23 2

3

u u u

u u

u

n

n

n

...

...

...

...

...

. 

Êàæäîå èç ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîãî õîäà ñîîòâåò-
ñòâóåò óìíîæåíèþ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ 
ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó: 

T T T A Uk k− =1 1... . (b) 

Âàæíî, ÷òî ïðè ýòîì âñå ìàòðèöû T1, T2, …, Tk ñàìè ÿâëÿþòñÿ 
нижними треугольными (â ÷àñòíîñòè, äèàãîíàëüíûìè). Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðâûé øàã ïðÿìîãî õîäà íà÷èíàåòñÿ ñ äåëåíèÿ ïåðâîé 
ñòðîêè íà ýëåìåíò a11. Ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò óìíî-
æåíèå íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîé çàìåíîé 
ïåðâîé åäèíèöû íà äèàãîíàëè ÷èñëîì, îáðàòíûì ê a11: 

T1

111 0 0

0 1 0

0 0 1

=



















a ...

...

...

...

. 

Ïîñëå ýòîãî íîâàÿ ïåðâàÿ ñòðîêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ 
ýëåìåíòà a21, íàõîäÿùåãîñÿ âî âòîðîé ñòðîêå è ïåðâîì ñòîëáöå. 
Ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå íà ìàòðèöó, ïîëó-
÷åííóþ èç åäèíè÷íîé çàìåíîé íóëÿ âî âòîðîé ñòðîêå è ïåðâîì 
ñòîëáöå ýëåìåíòîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê a21. Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö: 

T T T4 3 2

21 211 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1 1 0

0 0 1

0 0

0 1 0

0 0 1

=

−



































−

















=

a a...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

 

=
−


















1 0 0

1 0

0 0 1

21

...

...

...

...

a
. 
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû T5, T6, …, Tk 
òàêæå áóäóò íèæíèìè òðåóãîëüíûìè. Íî ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö ñàìî ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. 
Îáîçíà÷àÿ ýòó ìàòðèöó L−1, çàïèøåì (b) â âèäå 

L A U− =1 . (c) 

Ìàòðèöà L, îáðàòíàÿ ê L−1, òàêæå íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ. Óìíî-
æèâ îáå ÷àñòè (c) íà ìàòðèöó L, ïîëó÷èì: 

A LU= . (3.11) 

Ñîîòíîøåíèå (3.11) íàçûâàåòñÿ LU-разложением1 ìàòðèöû A. 
Åñëè äàííîå ðàçëîæåíèå íàéäåíî, òî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ ïðÿìîé è îá-
ðàòíîé ïîäñòàíîâîê (è òðåáóåò ïîðÿäêà n

2 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé; äëÿ ïðÿìîãî õîäà ñõåìû åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ ýòî ÷èñëî èìå-
åò ïîðÿäîê n3). 

Ïóñòü, íàïðèìåð, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó 

1 0

2 3

1 1

0 1

5

4











−















 =










x

y
. 

Ââåäåì ïðîìåæóòî÷íûå íåèçâåñòíûå z è t òàê, ÷òîáû 

1 1

0 1

−















 =










x

y

z

t
. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ z è t ïîëó÷èì ñèñòåìó 

1 0

2 3

5

4

















 =










z

t
. 

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå: 

z

z t

=

+ =




5

2 3 4
, 

îòêóäà ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé íàéäåì z = 5, 10 3 4+ =t , 3 6t = − , 
t = −2 . 

                               
1 Îò àíãë. lower – íèæíèé, upper – âåðõíèé. 
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x è y, áóäåì èìåòü 

1 1

0 1

5

2

−















 =

−










x

y
, 

x y

y

− =

= −




5

2
, 

îòêóäà îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷èì y = −2, x + =2 5 , x = 3. 

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ LU-ðàçëîæåíèÿ ñîñòîèò â 
óìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé (3.11) íà ìàòðèöó U−1: 

AU LUU− −=1 1, 

L AU= −1 . 

Òàê êàê ìàòðèöà U – âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, òî åå îáðàùåíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ìàòðèöó 

A =
−









1 1

2 1
. 

Ïðèâåäåì åå ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé: 

1 1

2 1

1 1

0 3

1 1

0 1

−









−









−







~ ~ ; U =

−









1 1

0 1
. 

Îáðàùàÿ ìàòðèöó U, ïîëó÷èì: 

1 1

0 1

1 0

0 1

1 0

0 1

1 1

0 1

−

















~ ; U− =











1
1 1

0 1
. 

Òîãäà 

L AU= =
−
















 =











−1
1 1

2 1

1 1

0 1

1 0

2 3
. 

Ðàçëîæåíèå èìååò âèä 

1 1

2 1

1 0

2 3

1 1

0 1

−







 =











−







 . 

Íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå, ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâ-
íûå ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ. 
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Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò LU-ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A? 
2. Íàéäèòå LU-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö 

1 2 2

2 1 2

1 2 2

−

−















; 

2 1 1

3 4 2

3 2 4

− −

−

−
















. 

Âûïîëíèòå ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 
3. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ðåøèòå ñèñ-

òåìû (óïðàæíåíèå 1 ï. 3.4): 

x y z

x y z

x y z

+ − = −

− + =

+ + =









2 2 3

2 2 5

2 2 1

; 

2 4

3 4 2 11

3 2 4 11

x y z

x y z

x y z

− − =

+ − =

− + =









. 

3.6. Формулы Крамера 

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ îïðåäåëèòåëåé, ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü ðåøå-
íèå ñèñòåìû (3.7) ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è ñâî-
áîäíûå ÷ëåíû. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ x óìíîæèì i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû 
(3.7) íà àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aik ýëåìåíòà aik ìàòðèöû êîýô-
ôèöèåíòîâ è ñëîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ: 

A a x b Aik ij j

j

n

i

n

i ik

i

n

== =
∑∑ ∑=

11 1

, 

÷òî ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ äàåò 

x a A b Aj ij ik

i

n

j

n

i ik

i

n

== =
∑∑ ∑=

11 1

. 

Òàê êàê ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ëþáîãî ðÿäà äåòåðìè-
íàíòà íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ëþáîãî äðóãîãî ïà-
ðàëëåëüíîãî ðÿäà ðàâíà íóëþ, òî ñðåäè âñåõ n âíóòðåííèõ ñóìì â 
ëåâîé ÷àñòè òîëüêî îäíà – ñîîòâåòñòâóþùàÿ j k=  – áóäåò îòëè÷íà 

îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî: 

x a A b Ak ik ik

i

n

i ik

i

n

= =
∑ ∑=

1 1

. 
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Ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ïðè ëþáîì k n= 1,  ðàâíà äåòåðìèíàíòó ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîé ñèñòåìû: 

a Aik ik

i

n

=
∑ = =

1

A ∆ . 

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà äåòåðìèíàíòó ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé 
èç ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâî-
áîäíûõ ÷ëåíîâ: 

b A

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a

i ik

i

n

k k n

k k n

n n nk n nk nn

k

=

− +

− +

− +

∑ = =
1

11 12 1 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

... ...

... ...

...

... ...

∆ . 

Îêîí÷àòåëüíî: 

xk k∆ ∆= , k n= 1, . (3.12) 

Ñîîòíîøåíèÿ (3.12) íàçûâàþòñÿ формулами Крамера. 
Ïóñòü ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèç-

âåñòíûõ (è ïî íåîáõîäèìîñòè ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû). 
Òîãäà äëÿ ñèñòåìû âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Êðîíåêåðà–
Êàïåëëè. Â ýòîì ñëó÷àå äåòåðìèíàíò ∆ îòëè÷åí îò íóëÿ, è ðåøåíèå 
ñèñòåìû äàåòñÿ ôîðìóëàìè 

xk
k=

∆
∆

, k n= 1, . 

Åñëè äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ (ðàíã 
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ), òî ñèñòåìà 
ìîæåò áûòü ëèáî íåñîâìåñòíîé (åñëè õîòÿ áû îäèí èç äåòåðìèíàí-
òîâ ∆ k  îòëè÷åí îò íóëÿ – â ýòîì ñëó÷àå ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû 

áîëüøå ðàíãà ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è óñëîâèÿ òåîðåìû Êðîíåêå-
ðà–Êàïåëëè íàðóøåíû), ëèáî íåîïðåäåëåííîé (åñëè âñå äåòåðìè-
íàíòû ∆ k  ðàâíû íóëþ). 

Ðåøèì ñèñòåìó 
x y z

x y z

x y z

+ + = −

− − = −

− − =









2 4

3 2 3

2 2 1
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ìåòîäîì Êðåìåðà. Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 

∆ = − −

− −

=
− −

− −
−

−

−
+ ⋅

−

−
= − + − − + = −

1 1 2

3 2 1

1 2 2

2 1

2 2

3 1

1 2
2

3 2

1 2
4 2 6 1 12 4 1. 

Îí îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïðåäåëåííà. 
Äàëåå, 

∆1

4 1 2

3 2 1

1 2 2

1=

−

− − −

− −

= ; ∆ 2

1 4 2

3 3 1

1 1 2

1=

−

− −

−

= − ; ∆3

1 1 4

3 2 3

1 2 1

2=

−

− −

−

= . 

Ñëåäîâàòåëüíî: 

x = =
−

= −
∆
∆

1 1

1
1; y = =

−
−

=
∆
∆

2 1

1
1; z = =

−
= −

∆
∆

3 2

1
2 . 

Ôîðìóëû Êðàìåðà ïîçâîëÿþò ÿâíî âûðàçèòü ýëåìåíòû ìàòðèöû 

( )A− =1 α ij , îáðàòíîé ê ìàòðèöå A. Îáðàùåíèå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâó-

åò îäíîâðåìåííîìó ðåøåíèþ n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðàâûå 
÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé ìàòðèöû. 

Ïóñòü îòûñêèâàåòñÿ j-é ñòîëáåö ( )α α α1 2j j nj

T
, ,...,  îáðàòíîé ìàò-

ðèöû; òîãäà äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó 
a a a

a a a

a a a

a a a

j j n nj

j j n nj

k j k j kn nj

n j n j nn nj

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

1

0

α α α

α α α

α α α

α α α

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =
















...

...

...

...

...

...

. (a) 

Äåòåðìèíàíò, ïîëó÷åííûé èç äåòåðìèíàíòà A  ìàòðèöû A çàìå-

íîé i-ãî ñòîëáöà íà j-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ðàâåí: 
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∆ i

i i n

i i n

j j j i j i jn

n n n i n i nn

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

=

− +

− +

− +

− +

11 12 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 1 2

1 2 1 1

1 2 1 1

0

0

1

0

... ...

... ...

... ...

... ...

...

... ...

. 

Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî i-ìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì òîëüêî îäíî íåíóëå-
âîå ñëàãàåìîå 

∆ i jiA= . 

Ðåøåíèå ñèñòåìû (a) ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðà-
ìåðà: 

α ij
i jiA

= =
∆
A A

, i n= 1, . 

Ñëåäîâàòåëüíî, j-й столбец обратной матрицы A−1
 образован 

частными от деления алгебраических дополнений j-й строки мат-

рицы A на определитель этой матрицы. 
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ðàâíà: 

A
A

− =



















1

11 21 1

12 22 2

1 2

1

A A A

A A A

A A A

n

n

n n nn

...

...

...

...

. (3.13) 

Ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè (3.13) ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A íà-
çûâàåòñÿ союзной, èëè присоединенной. Ñîþçíàÿ ìàòðèöà – ðåçóëü-
òàò çàìåíû â ìàòðèöå A êàæäîãî ýëåìåíòà åãî àëãåáðàè÷åñêèì äî-
ïîëíåíèåì è ïîñëåäóþùåãî òðàíñïîíèðîâàíèÿ. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ îáðàòèòü ìàòðèöó 

A =

−

− −

−

















1 2 2

1 2 1

2 1 2

. 

Ðåøåíèå öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü ñ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé êàæäîãî ýëåìåíòà. 

A11

2 1

1 2
3=

−

−
= − ; A12

1 1

2 2
4= −

− −

−
= − ; A13

1 2

2 1
5=

−
= − ; 



 

132 

A21

2 2

1 2
2= −

−

−
= − ; A22

1 2

2 2
6=

−
= − ; A23

1 2

2 1
5= −

−
= − ; 

A31

2 2

2 1
2=

−

−
= − ; A32

1 2

1 1
1= −

− −
= − ; A33

1 2

1 2
0=

−

−
= . 

Îïðåäåëèòåëü íàéäåì, âûïîëíÿÿ ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîé ñòðîêå: 

( ) ( ) ( ) ( )A = = ⋅ − + − ⋅ − + ⋅ − = − + − = −
=
∑a Aj j

j

1 1

1

3

1 3 2 4 2 5 3 8 10 5. 

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ðàâíà: 

( )A
A

− = = −

− − −

− − −

− −

















=
















1 1 1

5

3 2 2

4 6 1

5 5 0

3 5 2 5 2 5

4 5 6 5 1 5

1 1 0

A ji . 

È ôîðìóëû Êðàìåðà (3.12), è ñîîòíîøåíèå (3.13) èìåþò ëèøü 
òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è íåïðèãîäíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíå-
íèÿ. 

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû n-ãî ïîðÿäêà ìåòîäîì 
Êðàìåðà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü n +1 äåòåðìèíàíò n-ãî ïîðÿäêà. Åñ-
ëè äåòåðìèíàíòû âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî êàêîìó-ëèáî ðÿäó 
(òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå), òî ìåòîä ïîë-
íîñòüþ òåðÿåò ïðèãîäíîñòü óæå ïðè n ~ 10. Äàæå òîãäà, êîãäà äëÿ 
âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ãàóññà, ðåøåíèå ïî 
ôîðìóëàì Êðàìåðà òðåáóåò ïðèìåðíî â n ðàç áîëüøåãî ÷èñëà äåéñò-
âèé, íåæåëè ñõåìà åäèíñòâåííîãî äåëåíèÿ. Ñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ 
ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðàêòè÷åñêîé íåöåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâà-
íèÿ (3.13) äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö (îáðàùåíèå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿä-
êà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ n2 äåòåðìèíàíòîâ ( )n −1 -ãî ïîðÿäêà). 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà? 
2. Ìîæåò ëè áûòü ñîâìåñòíîé ñèñòåìà, äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êî-

ýôôèöèåíòîâ êîòîðîé ðàâåí íóëþ? Ìîæåò ëè òàêàÿ ñèñòåìà áûòü 
ñîâìåñòíîé è îïðåäåëåííîé? Ìîæåò ëè îíà áûòü íåñîâìåñòíîé? 

3. Èñõîäÿ èç çíà÷åíèé äåòåðìèíàíòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëû 
Êðàìåðà, ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñî-
âìåñòíîñòè è îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû. 

4. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà, ðåøèòå ñèñòåìû 
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2 1

4

x y

x y

− = −

+ =




; 

x y z

x y z

x y z

+ − = −

− + =

+ + =









2 2 3

2 2 5

2 2 1

. 

5. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè îïðåäåëèòåëåé (ñîîòíîøåíèå 3.13), 
îáðàòèòå îñíîâíûå ìàòðèöû ñèñòåì ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ. Âû-
ïîëíèòå ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

3.7. Задача собственных значений 

Ïóñòü çàäàíû êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ( )A = aij  ïîðÿäêà n è íåíóëå-

âîé âåêòîð-ñòîëáåö ( )x = xi  òîé æå âûñîòû. Åñëè ïðè ýòîì âåêòîð x 

è ïðîèçâåäåíèå Ax îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû: 

Ax x= λ , λ ≠ 0 , 

òî âåêòîð x íàçûâàþò собственным (èíà÷å, характеристическим) 

вектором, à ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî λ – собственным значением 
(èëè характеристическим числом) ìàòðèöû A. 

Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû 

ìàòðèöû A. Òàê êàê i-é ýëåìåíò âåêòîðà-ñòîëáöà Ax ðàâåí a xij j

j

n

=
∑

1

, 

òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó 
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 

a x xij j

j

n

i

=
∑ =

1

λ , i n= 1, , 

èëè 

( )a x a xii i ij j

j
j i

n

− + =
=
≠

∑λ
1

0 , i n= 1, . 

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå: 

( )
( )

( )

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

n n

n n

n n nn n

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

− + + + =

+ − + + =

+ + + − =













λ

λ

λ

...

...

...

...

. (3.14) 
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà íåòðèâèàëüíûå 
ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå ñòîëáöû áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû. 
Íî òîãäà äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ åå äåòåðìèíàíò: 

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

0

−

−

−

=

λ

λ

λ

...

...

...

...

. (3.15) 

Óðàâíåíèå (3.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå 
n-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî λ. Åãî íàçûâàþò характеристическим 

уравнением ìàòðèöû A. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ôîðìå 

A E− =λ 0 . 

Ìàòðèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â ïðàâîé ÷àñòè (3.15) ïîä çíàêîì äåòåð-
ìèíàíòà, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå A E− λ ; åå íàçûâàþò характе-

ристической матрицей. Ëåâóþ ÷àñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ (äåòåðìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû) íàçûâàþò 
характеристическим многочленом. 

Ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà èìååò íå áîëåå n äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé. Â êîìïëåêñíîì (êîîðäèíàòíîì) n-ìåðíîì ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà ðîâíî n ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé (ñ÷èòàÿ ñ êðàòíûìè). 

Òåîðåìà 3.7.1. Собственные векторы x1, x2, …, xn, соответст-

вующие различным собственным значениям λ1, λ2, …, λn 

матрицы A, линейно независимы. 
Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíèì èíäóêòèâíî, ïî ÷èñëó ñîáñòâåííûõ 

âåêòîðîâ. Ïóñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð x1 – åäèíñòâåííûé. Òàê êàê ïî 
îïðåäåëåíèþ x 01 ≠ , òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà. 

Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ ñèñòåìû èç n âåêòîðîâ 
x1, x2, …, xn. Ïðèñîåäèíèì ê ñèñòåìå âåêòîð xn+1 è íàéäåì êîýôôè-
öèåíòû íóëåâîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 

α k k

k

n

x 0
=

+

∑ =
1

1

. (a) 
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (a) ñïðàâà íà ìàòðèöó A. Ñ ó÷å-
òîì ñâîéñòâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷èì 

A x 0α k k

k

n

=

+

∑








 =

1

1

, ( )A x 0α k k

k

n

=

+

∑ =
1

1

, α k k

k

n

Ax 0
=

+

∑ =
1

1

. 

Òàê êàê xk – ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òî Ax xk k k= λ . Ñëåäîâàòåëü-

íî 

α λk k k

k

n

x 0
=

+

∑ =
1

1

. (b) 

Óìíîæèì îáå ÷àñòè (a) íà ÷èñëî λ n+1 : 

λ αn k k

k

n

+
=

+

∑ =1

1

1

x 0 . (c) 

Âû÷òåì (c) èç (b). Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå áó-
äåò íóëåâûì: ( )λ λ αn n k k+ +− =1 1 x 0 , îòêóäà 

( )λ λ αk n k k

k

n

− =+
=
∑ 1

1

x 0 . (d) 

Âåêòîðû x1, x2, …, xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî èíäóêòèâíîìó 
ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè (d) äîëæíû áûòü íóëåâûìè. Íî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ k  ðàç-

ëè÷íû; ñëåäîâàòåëüíî λ λk n− ≠+1 0 , îòêóäà α α α1 2 0= = = =... n . Ñîîò-

íîøåíèå (a) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî 

α n n+ + =1 1x 0 . 

Âåêòîð xn+1 – íåíóëåâîé, ïîýòîìó α n+ =1 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (a) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé, è âåêòîðû 
x1, x2, …, xn+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî ñîîòíîøåíèå (3.15). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ 
ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè ò.í. методов решения в радика-

лах äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñòåïåíè âûøå 4 (âïðî÷åì, óæå 
äëÿ òðåòüåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä âåñüìà ãðîìîçäîê). 
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåê-
òîðû ìàòðèöû 

A =

−

−

1 1 0

1 3 0

2 1 3

. 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä 

( )( )3 4 4 0
2− − + =λ λ λ , 

èëè 

( )( )3 2 0
2

− − =λ λ . 

Îíî èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ: îäíîêðàòíûé λ1 3=  è 

îäèí äâóêðàòíûé λ 2 2= . 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ( )x = x x x
T

1 2 3, ,  ïîäñòàâèì 

íàéäåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìó (3.14). 
Äëÿ êîðíÿ λ1 3= : 

− − =

=

− =









2 0

0

2 0

1 2

1

1 2

x x

x

x x

. 

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ( )x = 0 0, ,α , ãäå α – ïðî-

èçâîëüíîå ÷èñëî. 
Äëÿ êîðíÿ λ 2 2= : 

− − =

+ =

− + =









x x

x x

x x x

1 2

1 2

1 2 3

0

0

2 0

. 

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé íåèçâåñòíîé x1 = β , íàéäåì: 

x

x

2

3 3

= −

= −




β

β
. 

Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ( )x = − −β β β, , 3 , ãäå β – ïðîèçâîëüíîå 

÷èñëî. 
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 

A =
−1 1

1 1
. 

Â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 

λ λ2 2 2 0− + =  

èìååò ìíèìûå êîðíè λ1 1= + i , λ 2 1= − i , ãäå i – ìíèìàÿ åäèíèöà. 

Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîì (äâóìåðíîì êîîðäèíàòíîì) ëèíåéíîì 
ïðîñòðàíñòâå íè îäèí âåêòîð x íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì äàííîé ìàòðèöû (ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûìè âåêòî-
ðàìè äàííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ( )x1 = α αi,  è ( )x2 = − β βi, , ãäå α è β 

– ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà). 

Контрольные вопросы и упражнения 

1. ×òî íàçûâàþò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû? ×òî íàçûâàþò 
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû? 

2 [9]. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû 
ìàòðèö: 

0 1 0

4 4 0

2 1 2

−

−
















; 

2 1 2

5 3 3

1 0 2

−

−

− −
















; 

4 5 2

5 7 3

6 9 4

−

−

−
















. 
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