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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êóðñà ëåêöèé «Ïðî-

ãðàììíûå ñòàòèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû». 
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêè, àïïàðàò ïðî-

âåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, ìåòîäû ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è îñ-
íîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêñïåðèìåíòà. Èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå 
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì è àíàëèçîì ýêñïåðèìåíòàëüíî-
ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì. 

Âñå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðèìåðàìè ðåøåíèÿ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ â ïàêåòå àíàëèçà MS Excel. Â ïðèëîæåíèè 
ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà êâàäðàòè÷íîé äâóõôàêòîð-
íîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà «Ãðàäèåíò», 
ðàçðàáîòàííîãî â ÏÃÓÀÑ. 

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî íà êàôåäðå ìàòåìàòèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÏÃÓÀÑ íà îñíîâàíèè ëåêöèé è ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíàì «Ìàòåìàòèêà» è «Ïðîãðàììíûå ñòà-
òèñòè÷åñêèå êîìïëåêñû». Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ âó-
çîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ  200500 «Ìåòðîëîãèÿ, ñòàíäàð-
òèçàöèÿ è ñåðòèôèêàöèÿ», îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äëÿ 
ñòóäåíòîâ äðóãèõ ñïåöèàëüíîñòåé. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Àíàëèç ýìïèðè÷åñêîé èíôîðìàöèè è ïîëó÷åíèå îáîñíîâàííûõ 

âûâîäîâ íåâîçìîæíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ñòàòèñòèêè. 

Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ðåàëèçóþ-
ùèõ ìåòîäû ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè – C!%г!=мм…/. “2=2,“2,ч�-
“*,. *%мCл�*“%", èëè “2=2,“2,ч�“*,. C=*�2%", â îñíîâíîì îïðå-
äåëÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. 

Âî-ïåðâûõ, îáúåì ïîäëåæàùåé àíàëèçó èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî 
âåëèê. Íåîáõîäèìîñòü ðàáîòû ñ áîëüøèìè ìàññèâàìè äàííûõ çà-
òðóäíÿåò âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòåéøèõ ñðåäñòâ. 

Âî-âòîðûõ, äëÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè õàðàêòåðíî 
èñïîëüçîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, íàõîæäåíèå 
çíà÷åíèé êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíî; áåçìàøèííûå ìåòîäû òðåáóþò 
ðàáîòû ñ ãðîìîçäêèìè òàáëèöàìè. 

Øèðîêîìó âíåäðåíèþ ìàøèííûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ñïîñîáñòâîâàëî ðàñïðîñòðàíåíèå ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ è 
ïîÿâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ. Ñðåäè ïîñëåä-
íèõ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ãðóïïà ïàêåòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, 
".%д ?,. " “%“2=" C!%г!=мм…/. C!%д3*2%" “.%д…%г% …=ƒ…=ч�…,  
(òàáëè÷íûõ ïðîöåññîðîâ, ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ, ñèñòåì 
âèçóàëèçàöèè). Â ñîñòàâ ïàêåòîâ ýòîé ãðóïïû âõîäÿò ñðåäñòâà ðåà-
ëèçàöèè ìåòîäîâ îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêè, ìåòîäîâ ïðîâåðêè ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, ìåòîäîâ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. 

Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè è óíèâåðñàëüíûìè ïðî-
ãðàììíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè êîìïëåêñàìè ïàêåòû àíàëèçà îòëè÷àåò 
д%“23C…%“2ь; â ÷àñòíîñòè, ïàêåòû àíàëèçà âõîäÿò â ñîñòàâ òàáëè÷-
íîãî ïðîöåññîðà MS Excel, à òàêæå òàáëè÷íûõ ïðîöåññîðîâ ñâîáîä-
íî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ ïàêåòîâ OpenOffice, KOffice è GNOME Of-
fice. 

Áîëüøèíñòâî ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, âêëþ÷àþùèõ ïàêåòû 
àíàëèçà, ñîäåðæèò òàêæå è âñòðîåííûé *%м=…д…/L  ƒ/* – èíòåð-
ïðåòèðóåìûé àëãîðèòìè÷åñêèé ÿçûê âûñîêîãî óðîâíÿ, íà êîòîðîì 
ìîãóò áûòü îïèñàíû íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è. 
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1. Методы описательной статистики 
Ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïåðâè÷íîãî àíàëèçà áîëüøîé âûáîð-

êè çíà÷åíèé îäíîãî ïðèçíàêà. 
Ïóñòü èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X èçâëå÷åíà âûáîðêà 

( ){ }x ni i, , i n= 1, , (1.1)

ãäå n – îáúåì âûáîðêè, ni – ÷èñëî ïîÿâëåíèé çíà÷åíèÿ xi. 
Íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ íàçûâàþò "=!,=…2=м,. ×èñëî ni ïîÿâ-

ëåíèé çíà÷åíèÿ xi íàçûâàþò ч=“2%2%L, à ÷àñòíîå n ni  îò äåëåíèÿ 

÷àñòîòû íà îáúåì âûáîðêè – %2…%“,2�ль…%L ч=“2%2%L. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âàðèàíò è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷àñòîò, óïîðÿäî÷åííàÿ â 
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ д,“*!�2…/м "=!,=ц,%……/м ! -
д%м. 

Åñëè îáúåì âûáîðêè çíà÷èòåëåí, òî äèñêðåòíûé âàðèàöèîííûé 
ðÿä òåðÿåò íàãëÿäíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþò ãðóïïèðîâêó 
äàííûõ – ïîñòðîåíèå …�C!�!/"…%г% "=!,=ц,%……%г% ! д=. 

Ïðè âûïîëíåíèè ãðóïïèðîâêè âåñü äèàïàçîí [ ]x xmin max;  èçìåíå-

íèÿ âåëè÷èíû x äåëèòñÿ íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ – !=ƒ! д%", ÷èñëî 
êîòîðûõ âûáèðàþò ïî C!=",л3 q2�!д›�“=: 

l n= +1 3 3, lg . (1.2)
×àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó ðàçðÿäó, íàõîäÿòñÿ êàê 

ñóììû ÷àñòîò âñåõ âàðèàíò, ïîïàâøèõ â ýòîò ðàçðÿä (åñëè â èñõîä-
íîé âûáîðêå êàæäàÿ âàðèàíòà âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, òî ÷àñ-
òîòà íàõîäèòñÿ êàê êîëè÷åñòâî âàðèàíò, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë). 

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíîãî âàðèàöèîííîãî 
ðÿäà âûïîëíÿþò ïîñòðîåíèå г,“2%г!=мм/ – ñòóïåí÷àòîé ôèãóðû, 
ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû íà 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðÿäàõ, à âûñîòû hj ðàâíû ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ 
îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû íà äëèíó ðàçðÿäà: 

( )h
n

n x x
j

j

j j

=
−+1

, j l= 1, . (1.3)

Ãèñòîãðàììà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíîå ñóæäåíèå î 
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. 

q2=2,“2,ч�“*,м, %ц�…*=м, íàçûâàþò ôóíêöèè îò íàáëþäàå-
ìûõ çíà÷åíèé. Š%ч�ч…/м, %ц�…*=м, íàçûâàþò îöåíêè, âûðàæàåìûå 
îäíèì ÷èñëîì. 
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Ïîëîæåíèå «öåíòðà» ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçî-
âàíî òðåìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷å÷íûìè îöåíêàìè – îöåíêîé ìåäèàíû, 
îöåíêîé ìîäû è îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. 

Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè äèñêðåòíîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà âàðèàíòó 
ñ ÷àñòîòîé m çàïèñàòü ðîâíî m ðàç, òî â êà÷åñòâå %ц�…*, м�д,=…/ 
ñëåäóåò âçÿòü çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå öåíòðó ðÿäà: 

( )
Me

x n k

x x
n k

n

n n
=

= +

+ =









+

+

1 2

2 2 1

2 1

2
2

/

/ /

,

,
. (1.4)

nц�…*3 м%д/ îáû÷íî íàõîäÿò ãðàôè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî íà ãèñòî-
ãðàììå íàõîäÿò ïðÿìîóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé âûñîòîé è ïðîâîäÿò 
èç ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí åãî âåðõíåãî îñíîâàíèÿ äâà îòðåçêà ê 
ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíàì âåðõíèõ îñíîâàíèé ñîñåäíèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ. Â êà÷åñòâå îöåíêè ìîäû ïðèíèìàåòñÿ àáñöèññà òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ. 

n ц�…*%L м=2�м=2,ч�“*%г% %›,д=…,  ÿâëÿåòñÿ "/K%!%ч…%� 
“!�д…�� – ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âàðèàíò 

x
n

xi
i

n

=
=
∑

1

1

. (1.5)

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè «ðàññåÿíèÿ» çíà÷åíèé îêîëî «öåíòðà» èñ-
ïîëüçóþò îöåíêè äèñïåðñèè, ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî è ñðåäíåãî àá-
ñîëþòíîãî îòêëîíåíèÿ. 

Â êà÷åñòâå íåñìåùåííîé %ц�…*, д,“C�!“,, èñïîëüçóþò âåëè÷èíó 

( )s
n

x xi
i

n
2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑ . (1.6)

Îöåíêà “2=…д=!2…%г% (“!�д…�г% *"=д!=2,ч…%г%) %2*л%…�…,  
ñâÿçàíà ñ îöåíêîé äèñïåðñèè ñîîòíîøåíèåì 

s s= 2 . (1.7)
q2=…д=!2…=  %ш,K*= îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ íà êâàä-
ðàòíûé êîðåíü èç îáúåìà âûáîðêè (êàê êîðåíü èç ÷àñòíîãî îò äåëå-
íèÿ äèñïåðñèè íà îáúåì âûáîðêè). 

n ц�…*= “!�д…�г% =K“%лю2…%г% %2*л%…�…,  ðàâíà 

Adev
n

x xi
i

n

= −
=
∑

1

1

. (1.8)

Õàðàêòåðèñòèêàìè ðàññåÿíèÿ âàðèàíò òàêæå ÿâëÿþòñÿ …,›…   
x1/4 è "�!.…   x3/4 *"=!2,л, – çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî âàðè-
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àíò, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì x xi < 1 4  è x xi < 3 4 , ñîñòàâëÿåò 

25% è 75%, ñîîòâåòñòâåííî. 
Îöåíêè ìîìåíòîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ è ñâÿçàííûå ñ 

íèìè áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû – îöåíêè àñèììåòðèè è ýêñöåññà – 
èñïîëüçóþòñÿ ðåæå. Îöåíêà àñèììåòðèè 

( )Skew
ns

x xi
i

n

= −
=
∑

1
3

3

1

r
 (1.9)

õàðàêòåðèçóåò «ñêîñ» ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî åãî «öåíòðà» â 
ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. 

Îöåíêà ýêñöåññà 

( )Kurt
ns

x xi
i

n

= −








 −

=
∑

1
3

4

4

1

r
 (1.10)

õàðàêòåðèçóåò «îñòðîâåðøèííîñòü» (ïðè Kurt > 0 ) èëè «ïëîñêîâåð-
øèííîñòü» (ïðè Kurt < 0 ) ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëü-
íûì. 

1.1. Решение задач описательной статистики с помощью пакета анализа 
MS Excel 

Ïóñòü âûáîðêà, ñîäåðæàùàÿ 1000 âàðèàíò, ðàñïîëîæåíà â ïåð-
âîì ñòîëáöå ïåðâîãî ðàáî÷åãî ëèñòà òåêóùåé ðàáî÷åé êíèãè: 

  
 
Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç ìå-

íþ Сервис âûáðàòü ïóíêò Анализ данных: 
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Åñëè óêàçàííûé ïóíêò ìåíþ íåäîñòóïåí, òî íåîáõîäèìî óñòàíî-

âèòü ïàêåò àíàëèçà (âûáîð Сервис – Надстройки; â äèàëîãîâîì îêíå 
óñòàíîâèòü ôëàæîê Пакет анализа). 

Â ñïèñêå Инструменты анализа ñëåäóåò âûáðàòü ïóíêò Описатель-
ная статистика. Â äèàëîãîâîì îêíå Описательная статистика 

 
íåîáõîäèìî óêàçàòü äèàïàçîí ðàáî÷åãî ëèñòà, ñîäåðæàùèé âûáîðêó; 
â äàííîì ïðèìåðå – $A$1:$A$1000 . Â êà÷åñòâå âûõîäíîãî èíòåðâà-
ëà äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïåðâóþ ÿ÷åéêó âòîðîãî ñòîëáöà – $B$1. Äî-
ïîëíèòåëüíî ñëåäóåò óñòàíîâèòü ôëàæîê Итоговая статистика, ïîñëå 
÷åãî íàæàòü Enter. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà áóäóò ïîìåùåíû âî âòîðîé 
ñòîëáåö: 
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. 
Óêàçàòü äèàïàçîí, ñîäåðæàùèé âûáîðêó, ìîæíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: ïîñëå ïåðåâîäà ôîêóñà ââîäà íà ïîëå Входной интервал ùåëê-
íóòü íà ïåðâîé ÿ÷åéêå äèàïàçîíà ($A$1); çàòåì, óäåðæèâàÿ êëàâè-
øè Shift è Control, íàæàòü PageDown; ïðè ýòîì äèàïàçîí áóäåò ðàñ-
øèðåí äî ïîñëåäíåé çàïîëíåííîé ÿ÷åéêè ($A$1000 ). 

Ïàêåò àíàëèçà MS Excel ñîäåðæèò âñòðîåííûå ñðåäñòâà ïîñòðîå-
íèÿ íåïðåðûâíîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà è ãèñòîãðàììû, îäíàêî ýòè 
ñðåäñòâà ôóíêöèîíèðóþò íå âïîëíå êîððåêòíî. Ïîýòîìó ÷àñòü äàí-
íûõ äëÿ àíàëèçà ñëåäóåò ïîäãîòîâèòü îòäåëüíî. 

Íàéäåì ãðàíèöû ðàçðÿäîâ. Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ âàðèàíò – 
îò 91,5  äî 108,5  – óæå èçâåñòåí. Â êà÷åñòâå ëåâîé ãðàíèöû ïåðâî-
ãî ðàçðÿäà âûáåðåì 90, â êà÷åñòâå ïðàâîé ãðàíèöû ïîñëåäíåãî 110 . 

Òàê êàê 
l = + =1 3 3 1000 10 9, lg , , 

òî ÷èñëî ðàçðÿäîâ ìîæíî âçÿòü ðàâíûì 10, à äëèíà êàæäîãî ðàçðÿ-
äà ðàâíà 

110 90

10
2

− = . 

Âû÷èñëåíèå ãðàíèö óäîáíî âûïîëíÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîçà-
ïîëíåíèÿ. Ïîñëå äâîéíîãî ùåë÷êà íà ÿ÷åéêå D1 ââîäèòñÿ 90; íàæà-
òèå íà Enter ïåðåâîäèò íà ÿ÷åéêó D2. Â ýòó ÿ÷åéêó ñëåäóåò ââåñòè 
÷èñëî 92. Çàòåì ñëåäóåò âûäåëèòü ÿ÷åéêè D1 è D2 (ùåë÷îê íà D1, 
íàæàòü è óäåðæèâàòü Shift , ùåë÷îê íà D2), ïîäâåñòè êóðñîð ê 
ìàðêåðó àâòîçàïîëíåíèÿ (÷åðíûé êâàäðàò â ïðàâîì íèæíåì óãëó 
ÿ÷åéêè D2): 
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è, óäåðæèâàÿ ëåâóþ êëàâèøó ìûøè, ïåðåâåñòè ìàðêåð äî ÿ÷åéêè 
D11: 

. 
Ïîñëå ýòîãî èç ìåíþ Сервис âíîâü ñëåäóåò âûáðàòü Анализ дан-

ных, è â ñïèñêå èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà âûáðàòü ïóíêò Гистограмма. 
Êàê è ðàíåå, âõîäíûì èíòåðâàëîì âíîâü áóäåò äèàïàçîí 
$A$1:$A$1000 . Èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ãðàíèöû ðàçðÿäîâ, óêàçû-
âàåòñÿ â ïîëå Интервал карманов (â äàííîì ïðèìåðå – $D$1:$D$11 ). 
Â êà÷åñòâå âûõîäíîãî èíòåðâàëà äîñòàòî÷íî óêàçàòü ïåðâóþ ÿ÷åéêó 
ïÿòîãî ñòîëáöà – $E$1: 

 
×àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó ðàçðÿäó, ïîìåùàþòñÿ â 

ÿ÷åéêè F3:F12 : 
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Ïåðåä ïîñòðîåíèåì ãèñòîãðàììû ñëåäóåò: 

• âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðó êàæäîãî ðàçðÿäà – 
â ÿ÷åéêó G3 ââîäèòñÿ  

 =(E3+E2)/2  
 íàæàòèå Enter, ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ ïåðåâîäèòñÿ îò ÿ÷åéêè G3 

äî ÿ÷åéêè G12; 
• âû÷èñëèòü äëèíû êàæäîãî ðàçðÿäà – â ÿ÷åéêó H3 ââîäèòñÿ 
 =E3-E2  
 íàæàòèå Enter, ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ ïåðåâîäèòñÿ îò H3 äî H12; 
• âû÷èñëèòü îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû – â ÿ÷åéêó I3  ââîäèòñÿ 

=F3/1000  
íàæàòèå Enter, ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ ïåðåâîäèòñÿ îò I3  äî I12 ; 
â äàííîì ïðèìåðå ÷èñëî 1000 – ýòî îáúåì âûáîðêè; 

• âû÷èñëèòü âûñîòó êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ãèñòîãðàììû – â 
ÿ÷åéêó J3  ââîäèòñÿ 
=I3/H3  
íàæàòèå Enter, ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ ïåðåâîäèòñÿ îò ÿ÷åéêè J3  
äî ÿ÷åéêè J12 . 
Äàëåå èç ìåíþ Вставка âûáèðàåòñÿ Диаграмма. Íà âêëàäêå Стан-

дартные âûáèðàåòñÿ Гистограмма. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó äèà-
ëîãîâîìó îêíó (íàæàòèå íà Далее) íà âêëàäêå Диапазон данных â ïî-
ëå Диапазон óêàçûâàåòñÿ èíòåðâàë ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèé âûñîòû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ (â äàííîì ïðèìåðå – «=Лист1!$J$3:$J$12 »). Â 
ýòîì æå äèàëîãîâîì îêíå íà âêëàäêå Ряд â ïîëå Подписи оси X óêà-
çûâàåòñÿ èíòåðâàë ÿ÷ååê ñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè öåíòðó 
êàæäîãî ðàçðÿäà (â äàííîì ïðèìåðå – «=Лист1!$G$3:$G$12 »). Â 
ñëåäóþùåì äèàëîãîâîì îêíå íà âêëàäêå Заголовки â ïîëå Ось X (кате-
горий) ìîæíî ââåñòè ñòðîêó «Центр разряда». Â ïîñëåäíåå äèàëî-
ãîâîå îêíî ìàñòåðà äèàãðàìì íèêàêîé èíôîðìàöèè ââîäèòü íå íóæ-
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íî (âûáèðàåòñÿ Далее, çàòåì – Готово); â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíà 
ãèñòîãðàììà: 

 

. 
 
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî èçìåíèòü øèðèíó êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 

(äâîéíîé ùåë÷îê íà ëþáîì èç íèõ, â äèàëîãîâîì îêíå Формат ряда 
данных íà âêëàäêå Параметры óñòàíîâèòü çíà÷åíèå â ïîëå Ширина за-
зора ðàâíûì 0 èëè 1) è óäàëèòü çàãîëîâîê ðÿäà (ùåë÷îê íà çàãî-
ëîâêå «Ряд 1 », çàòåì – íàæàòèå íà Delete). 

2. Основные законы распределения 
Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ ÷àñòî òðåáóåòñÿ âû-

ïîëíèòü ñðàâíåíèå äâóõ âåëè÷èí, îäíà èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ íà 
îñíîâå âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê (îöåíîê ñðåäíåãî, äèñïåð-
ñèè è ò.ä.), à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
îäíîé èç ñòàòèñòèê (èëè êâàíòèëüþ ýòîé ñòàòèñòèêè – çíà÷åíèåì 
ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ). 

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ñòàòèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè òè-
ïè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âîçíèêàþùèõ â ïðàêòè÷åñêèõ 
ñèòóàöèÿõ. 

Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î ñîâìåñòíîì âëèÿíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âîç-
íèêàåò âàæíåéøåå ðàñïðåäåëåíèå, íàçûâàåìîå …%!м=ль…/м. Èìåí-
íî, åñëè âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ 
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû X èìååò 
âèä 

( )
( )

( )f x e N m

x m

= =
−

−
1

2

2

22

σ π
σσ , , (2.1)
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ãäå m è σ – êîíñòàíòû, ðàâíûå ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ è ñòàí-
äàðòíîìó îòêëîíåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åñëè m = 0 è σ = 1, 
òî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò “2=…д=!2…/м (èëè …%!м,!%"=……/м) 
…%!м=ль…/м !=“C!�д�л�…,�м. 

Ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (2.1) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
íàçûâàåòñÿ …%!м=ль…%L *!,"%L (èëè *!,"%L c=3““=). 
Âûðàæåíèå (2.1) îïðåäåëÿåò ÷åòíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî ðàçíî-
ñòè x m− , ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî 
ïðÿìîé x m= . Ìåäèàíà è ìîäà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïà-
äàþò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò òî÷êè 
x m=  ïëîòíîñòü áûñòðî óìåíüøàåòñÿ è ïðè x → ±∞  àñèìïòîòè÷åñêè 
ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Ïðè èçìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m 
íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñìåùàåòñÿ âäîëü îñè àáñöèññ, íå èçìåíÿÿ ñâîåé 
ôîðìû. Ïðè óìåíüøåíèè σ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå «îñòðîâåðøèí-
íîé», ñæèìàÿñü âäîëü îñè àáñöèññ; ïðè óâåëè÷åíèè σ êðèâàÿ ñòàíî-
âèòñÿ áîëåå «ïîëîãîé». 

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû íà äàííûé èíòåðâàë

( )P X
m mα β β

σ
α

σ
≤ < = −






 − −






Φ Φ , (2.2)

ãäå ( )Φ t  – -3…*ц,  k=Cл=“=: 

( )Φ t e du
ut

=
−

∫
1

2

2

2

0π
. (2.3)

Èíîãäà ôóíêöèåé Ëàïëàñà íàçûâàþò ôóíêöèþ 

( )2
2

2

2

0

Φ t e du
ut

=
−

∫π
. 

Åñëè (èç òàáëèö) èçâåñòíî çíà÷åíèå èìåííî ýòîé ôóíêöèè, òî 
ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.2) íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà 2. 

Èçâåñòíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷åíèå ,…2�г!=л= %ш,K%*: 

( )erf t e duu
t

= −∫
2 2

0π
. 

Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà ñâÿçàíà ñ íèì ñîîòíîøåíèåì 

( )Φ t erf
t= 








1
2 2

. (2.4)

Íà÷èíàÿ ñ t = 2 ìîæíî ïðèìåíÿòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó 
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( )Φ t
t

e
t

≈ −
−1

2
1

2

2

2

π
. (2.5)

Ïðè t = 2 ñîîòíîøåíèå (2.5) äàåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü îêî-
ëî 0,004; ïðè t = 3  ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 10-4. 

Íàèáîëåå âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èãðàåò !=“-

C!�д�л�…,� o,!“%…=, èíà÷å íàçûâàåìîå χ2 -!=“C!�д�л�…,�м. Ýòîìó 

ðàñïðåäåëåíèþ ïîä÷èíåíà ñóììà êâàäðàòîâ k íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: 

X Yi
i

k

=
=
∑ 2

1

, (2.6)

êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàíäàðòíîìó 
íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïëîòíîñòü χ2 -ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )f x
k

e x
k

x k

=







− −1

2
2

2

2 2
1

Γ
, 

(2.7)

ãäå ( )Γ z  – г=мм=--3…*ц, : 

( )Γ z t e dtz t= − −
∞

∫
1

0

. (2.8)

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè χ2 -ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.1. 

0 4 8 12 16 20
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

k = 2

k = 4

k = 10

x

( )f x

  
Ðèñ. 2.1. Ïëîòíîñòü χ2 -ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû 
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Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïëîòíîñòü (2.7) ïðèáëè-
æàåòñÿ ê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî çàêîíà. Ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ ôîðìóëà 

( ) ( ) ( ) ( )F x P x X x k= < → − −Φ Φ* *2 2 1 , (2.9)

ãäå ( )Φ* t  – ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. 

p=“C!�д�л�…,�м q2ьюд�…2= ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ 
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: 

X U
k Y

= 1
, (2.10)

ãäå U – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíåííàÿ ñòàíäàðòíîìó íîðìàëü-
íîìó çàêîíó, Y – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíåííàÿ 
χ 2 -ðàñïðåäåëåíèþ ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. 

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà 

( )f x
k

k

k
x

k

k

=

+














+










− +

1
1

2

2

1
2

1

2

π

Γ

Γ
. (2.11)

Ãðàôèêè ôóíêöèè (2.11) äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáî-
äû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.2. 

 

5 3 1 1 3 5
0

0,1

0,2

0,3

0,4

k = 1

k = 100

k = 3

x

( )f x

 
Ðèñ. 2.2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà 

 
p=“C!�д�л�…,�м t,ш�!=, èëè F-!=“C!�д�л�…,�м ñ m è n ñòåïå-

íÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X
n

m

Y

Y
m

n

= , (2.12)
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ãäå Ym , Yn  – ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîä÷èíåííûå χ2 -ðàñïðåäåëåíèÿì 

ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû m è n, ñîîòâåòñòâåííî. 
Ïëîòíîñòü F-ðàñïðåäåëåíèÿ: 

( )f x
m n

m

n
x

m

n
x

m
m

m n

=














 +








− − +
1

2 2

1
2

2
1 2

Β ,
, (2.13)

ãäå 

( ) ( ) ( ) ( )
( )Β

Γ Γ
Γ

u v t t dt
u v

u v
u v

, = − =
+

− −
∫

1 1

0

1

1  

– K�2=--3…*ц, . 
Ãðàôèêè (2.13) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.3. 
 

0 1 2 3 4
0

0,2

0,4

0,6

m n= = 3

m
n

=
=

3
100

m
n

=
=

100
3

x

( )f x

 
Ðèñ. 2.3. Ïëîòíîñòü F-ðàñïðåäåëåíèÿ 

2.1. Табулирование функции χ2 -распределения 

Èñïîëüçîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàêåòîâ äëÿ òàáóëèðîâàíèÿ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ (è çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòèëåé) èçáàâ-
ëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè îáðàùåíèÿ ê òàáëèöàì. 

Ñðåäè ôóíêöèé ðàáî÷åãî ëèñòà ïàêåòà MS Excel  èìååòñÿ ôóíê-
öèÿ ХИ2ОБР, âîçâðàùàþùàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîä÷èíåííàÿ χ2 -

ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå, K%льш�� 
,л, !="…%� çàäàííîãî x (ïî íåèçâåñòíûì ïðè÷èíàì ðàçðàáîò÷èêè 
ïàêåòà ïðîèãíîðèðîâàëè îáùåïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ êàê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ X x< ; ýòî ñëåäóåò ïðèíÿòü 
êàê äàííîñòü). 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè χ2 -ðàñïðåäåëåíèÿ (÷èñëî ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû âûáðàíî ðàâíûì k = 4) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå 
äåéñòâèÿ: 

1. Îïðåäåëèòü â ïåðâîì ñòîëáöå ðàáî÷åãî ëèñòà ñåòêó. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ñåòêà ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíîé, è äëÿ åå ââåäåíèÿ 
äîñòàòî÷íî ñðåäñòâ àâòîçàïîëíåíèÿ. Ëåâîé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ 0. 
Ïîëîæåíèå ïðàâîé ãðàíèöû çàâèñèò îò ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû; äëÿ 
k ~ 4  ïðàâîé ãðàíèöåé ìîæåò áûòü xmax = 20 . Øàã ñåòêè ìîæíî âû-

áðàòü ðàâíûì 01 0 4, ,≤ ≤∆x . 

   
 

2. Â ïåðâóþ ñòðîêó âòîðîãî ñòîëáöà ââåñòè ôîðìóëó 
  =1- ХИ2РАСП(A1;4) 

çäåñü A1 – ññûëêà íà ïåðâóþ ÿ÷åéêó ñòîëáöà, ñîäåðæàùåãî çíà÷å-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, 4 – âûáðàííîå â äàííîì ïðèìåðå ÷èñëî 
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò ïåðåâåñòè ìàðêåð àâòîçàïîë-
íåíèÿ äî ñòðîêè, ñîäåðæàùåé ïðàâóþ ãðàíèöó ñåòêè. 

   
 

3. Â äâóõ ïåðâûõ ñòîëáöàõ âûäåëèòü äèàïàçîí ñòðîê, ñîäåðæà-
ùèé ñåòêó è òàáóëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç 
ìåíþ Вставка âûáðàòü Диаграмма, çàòåì – äâîéíîé ùåë÷îê íà ïóíêòå 
Точечная. Â ñëåäóþùåì äèàëîãîâîì îêíå íà âêëàäêàõ Диапазон дан-
ных (â ïîëå Диапазон) è Ряд óæå äîëæíû íàõîäèòüñÿ êîððåêòíûå 
çíà÷åíèÿ; ìåíÿòü èõ íå ñëåäóåò. Íà øàãå 3 ìîæíî äîáàâèòü íàçâà-
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íèÿ îñåé è óñòàíîâèòü ôëàæêè ëèíèé ñåòêè. Íà øàãå 4 â êà÷åñòâå 
íàçíà÷åíèÿ ìîæíî âûáðàòü òåêóùèé ðàáî÷èé ëèñò. 

4. Íóæíî ïðîñëåäèòü êîððåêòíîñòü ïðåäåëîâ îñè îðäèíàò: ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ðàâíî 0, ìàêñèìàëüíîå – ðàâíî 1. 
Ìàðêåðû ðÿäîâ äàííûõ ëó÷øå óäàëèòü. 

 
 

2.2. Табулирование функции распределения Стьюдента 

Åñëè â (2.10) ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû k ÿâëÿåòñÿ öåëûì, òî è 
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (2.11), è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà 
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ 
óêàçàííûõ ôóíêöèé âåñüìà ãðîìîçäêè è âû÷èñëåíèå èõ çíà÷åíèé 
çàòðóäíèòåëüíî. 

Ñðåäè ôóíêöèé ðàáî÷åãî ëèñòà ïàêåòà MS Excel  èìååòñÿ ôóíê-
öèÿ СТЬЮДРАСП, ïðèíèìàþùàÿ òðè ïàðàìåòðà: çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîãî îòûñêèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ; ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ÷èñëî «õâî-
ñòîâ». Öåëåñîîáðàçíîñòü ââåäåíèÿ ïîñëåäíåãî ïàðàìåòðà ñâÿçàíà ñ 
òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñèììåòðè÷íî è ÷àñòî èñïîëüçóåò-
ñÿ â д"3“2%!%……,. îöåíêàõ. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 

2* СТЬЮДРАСП(x,k,1) = СТЬЮДРАСП(x,k,2)  
Ïðè âûçîâå 

 = СТЬЮДРАСП(x,k,1)  
âîçâðàùàåòñÿ ÷èñëî 

( ) ( )P X x f t k dt
x

≥ = −
−∞
∫1 ,  

– âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîä÷èíåííàÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà ñ k 
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå, K%льш�� 
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,л, !="…%� çàäàííîãî x. Êðîìå ýòîãî, íà çíà÷åíèå x (ïî ïðè÷èíå, 
èçâåñòíîé ëèøü ðàçðàáîò÷èêàì Excel) íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå 
x ≥ 0 . 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà 
(÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû k = 4) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ: 

1. Îïðåäåëèòü â ïåðâîì ñòîëáöå ðàáî÷åãî ëèñòà ñåòêó; â äàííîì 
ïðèìåðå – ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà îò –5 äî 5 ñ øàãîì 0,2. 

  
2. Â ïåðâóþ ñòðîêó âòîðîãî ñòîëáöà ââåñòè ôîðìóëó 

=ЕСЛИ(A1<0; СТЬЮДРАСП(-A1;4;1);1- СТЬЮДРАСП(A1;4;1)) 
Çäåñü ôóíêöèÿ ЕСЛИ èñïîëüçîâàíà äëÿ îáõîäà îãðàíè÷åíèÿ 

x ≥ 0 . 

 
 
Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò ïåðåâåñòè ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ñòðî-

êè, ñîäåðæàùåé ïðàâóþ ãðàíèöó ñåòêè. 
3. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â äâóõ ïåðâûõ ñòîëáöàõ âûäå-

ëèòü äèàïàçîí ñòðîê, ñîäåðæàùèé ñåòêó è òàáóëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç ìåíþ Вставка âûáðàòü Диаграмма, çàòåì 
– äâîéíîé ùåë÷îê íà ïóíêòå Точечная. Íà âêëàäêàõ Диапазон данных 
è Ряд óæå äîëæíû íàõîäèòüñÿ êîððåêòíûå çíà÷åíèÿ. Íà øàãå 3 
ìîæíî äîáàâèòü íàçâàíèÿ îñåé è óñòàíîâèòü ôëàæêè ëèíèé ñåòêè. 
Íà øàãå 4 â êà÷åñòâå íàçíà÷åíèÿ ìîæíî âûáðàòü òåêóùèé ðàáî÷èé 
ëèñò. Ñëåäóåò ïðîñëåäèòü êîððåêòíîñòü ïðåäåëîâ îñåé. 
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2.3. Генерация случайных чисел, подчиненных данному закону 

Ïðè âûïîëíåíèè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò ïîòðåáî-
âàòüñÿ âûáîðêè èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, ïîä÷èíåííûõ çàðà-
íåå çàäàííûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñòàíäàðòíûå áèáëèîòåêè 
áîëüøèíñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ (êàê, âïðî÷åì, è ôóíêöèÿ 
СЛЧИС ðàáî÷åãî ëèñòà MS Excel ) ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü âûáîðêè, 
ïîä÷èíåííûå ëèøü çàêîíó ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè. 

Èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà ïàêåòà àíàëèçà MS Excel , ìîæíî ïîëó÷èòü 
âûáîðêè, ïîä÷èíåííûå áèíîìèàëüíîìó, íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíè-
ÿì è ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà1. 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü 1000 âàðèàíò, ïîä÷èíåííûõ íîðìàëü-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè [ ]M X = 100 , [ ]D X = 4  (ñòàí-

äàðòíîå îòêëîíåíèå [ ]σ = =D X 2 ). Ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå 

äåéñòâèÿ. 
1. Èç ìåíþ Сервис âûáðàòü Анализ данных, äàëåå – Генерация слу-

чайных чисел. Â ïîëå Число переменных ñëåäóåò óêàçàòü ÷èñëî ñòîëá-
öîâ, à â ïîëå Число случайных чисел – ÷èñëî ñòðîê, êîòîðûå íóæíî 
çàïîëíèòü âàðèàíòàìè. Ïóñòü âñå âàðèàíòû òðåáóåòñÿ ïîìåñòèòü â 
ïåðâûé ñòîëáåö (çàïîëíèòü 1000 ñòðîê); òîãäà ïåðâîå ïîëå ìîæíî 
îñòàâèòü ïóñòûì, à âî âòîðîå ñëåäóåò ââåñòè çíà÷åíèå 1000 . 

2. Â ñïèñêå Распределение âûáðàòü Нормальное; óñòàíîâèòü òðå-
áóåìûå ïàðàìåòðû (âûáåðåì Среднее ðàâíûì 100 , Стандартное от-
клонение – ðàâíûì 2). Â ïîëå Выходной интервал óêàçàòü $A$1 – 
ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïåðâîãî ñòîëáöà. Ïîäòâåðäèòü ââîä. 

                               
1 Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ãåíåðèðóåìûå öèôðîâîé ÝÂÌ ÷èñëà â äåéñòâèòåëüíîñòè …�“л3ч=L…/; 

îäíàêî èñïîëüçóåìûå äëÿ èõ ãåíåðàöèè àëãîðèòìû òàêîâû, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðàêòè-
÷åñêè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñëó÷àéíûìè. 
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Âàðèàíòû áóäóò ïîìåùåíû â ÿ÷åéêè A1 – A1000 . 
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 1000 âàðèàíò, ïîä÷èíåííûõ χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ 

÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñò-
âèÿ. 

1. Çàïîëíèòü ïåðâûå ÷åòûðå ñòîëáöà ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè, 
ïîä÷èíåííûìè ñòàíäàðòíîìó çàêîíó (àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó 
ïðèìåðó, íî â ïîëå Число переменных íóæíî óêàçàòü 4; â ïîëÿõ 
Среднее è Стандартное отклонение óêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ 0 è 1, ñîîò-
âåòñòâåííî). 

2. Çàïîëíèòü ïÿòûé ñòîëáåö ñóììîé êâàäðàòîâ çíà÷åíèé, ðàñïî-
ëîæåííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàõ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ. 

Ïîñëåäíåå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîçà-
ïîëíåíèÿ. Â ÿ÷åéêó E1 ââîäèòñÿ ôîðìóëà: 

  =A1^2+B1^2+C1^2+D1^2 
Ïîñëå ýòîãî ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ ñëåäóåò ïåðåìåñòèòü äî 

ñòðîêè ñ íîìåðîì 1000. 

3. Проверка статистических гипотез 
Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ 

ïðîâåðêà íåêîòîðûõ ñóæäåíèé íà îñíîâå îïûòíûõ äàííûõ. Íàïðè-
ìåð, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ î÷åíü ÷àñòî ñòàâèòñÿ âîïðîñ î íàëè÷èè 
òàê íàçûâàåìîãî .--�*2= %K!=K%2*,; ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü 
ñôîðìóëèðîâàí ïî-ðàçíîìó. 
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• âåðíî ëè, ÷òî ñìåíà òåõíîëîãèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîäóê-
öèþ ëó÷øåãî êà÷åñòâà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñôîðìóëèðîâàí 
êàêîé-ëèáî êðèòåðèé êà÷åñòâà); 

• âåðíî ëè, ÷òî ñìåíà òåõíîëîãèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ «ðàç-
áðîñà» çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ (óìåíüøåíèþ åãî êî-
ýôôèöèåíòà âàðèàöèè). 

Èñõîäíûå äàííûå, íà îñíîâå êîòîðûõ ðåøàþòñÿ ïîäîáíûå âî-
ïðîñû, îáû÷íî áûâàþò ïîëó÷åíû îïûòíûì ïóòåì, â ðåçóëüòàòå âû-
áîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ ïðîäóêöèè (çàìåðîâ åå ïîêàçàòåëåé). Ïî-
ýòîìó îòâåò íà âîïðîñ ìîæåò áûòü äàí л,шь “ %C!�д�л�……%L “2�C�-
…ью 3"�!�……%“2,; ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü 
îøèáêè. Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè – âûðàáîòàòü ìåòîäû, 
êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ýòîé îøèáêè. 

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âûáîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíî íàáëþ-
äåíèå (èçâëå÷åíà âûáîðêà) x. Ïóñòü X – ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ 
íàáëþäåíèé ("/K%!%ч…%� C!%“2!=…“2"%; ýòî ïîíÿòèå íå ñëåäóåò 
ñìåøèâàòü ñ ïîíÿòèåì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè). Ïîÿâëåíèå íà-
áëþäåíèÿ x ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì 
âåðîÿòíîñòè íà âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå (íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ 
áîëåå âåðîÿòíû, íåæåëè äðóãèå). 

q2=2,“2,ч�“*%L г,C%2�ƒ%L H íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î âè-
äå íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè î ïàðàìåòðàõ èçâåñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå. 

j%…*3!,!3ю?�L (=ль2�!…=2,"…%L) ãèïîòåçîé H1 íàçûâàþò ãè-
ïîòåçó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ãèïîòåçå H0; ïî îòíîøåíèþ ê êîíêóðè-
ðóþùåé ãèïîòåçó H0 íàçûâàþò ,“.%д…%L (…3л�"%L). 

Áîëüøèíñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíî â îäíîé èç ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðì. 

1. Äàííûå âûáîðêè ïîëó÷åíû èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ñ 
ðàâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè (èëè ðàâíûìè ìî-
ìåíòàìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ). 

2. Äàííàÿ âûáîðêà èçâëå÷åíà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, 
ïîä÷èíåííîé îïðåäåëåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ. 

Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû H ñîñòîèò â âûÿñíåíèè òîãî, 
íàñêîëüêî ýòà ãèïîòåçà ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè x. Ñîäåð-
æàíèå ýòîé îïåðàöèè ñâîäèòñÿ ê …�-%!м=ль…%м3 âûáîðó ñâÿçàííîãî 
ñ íàáëþäåíèåì x ñîáûòèÿ A, è ïîñëåäóþùåìó -%!м=ль…%м3 îòû-
ñêàíèþ åãî âåðîÿòíîñòè ( )P A H|  ïðè ãèïîòåçå H. Ñîáûòèå A ïðèíÿòî 
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âûáèðàòü òàê, ÷òîáû åãî âåðîÿòíîñòü ( )P A H|  îêàçàëàñü ìàëîé; â 

ýòîì ñëó÷àå A íàçûâàþò *!,2,ч�“*,м “%K/2,�м, èëè “2=2,“2,ч�-
“*,м *!,2�!,�м äëÿ ãèïîòåçû H. Áîëåå ñòðîãî – “2=2,“2,ч�“*,м 
*!,2�!,�м, èëè “2=2,“2,*%L, íàçûâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (ñ 
èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì), êîòîðàÿ ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû. 

Åñëè âåðîÿòíîñòü ( )P A H|  !�=ль…% …=Kлюд=�м%г% â îïûòå êðèòè-

÷åñêîãî ñîáûòèÿ A îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå íåêîòîðîãî çàðàíåå çàäàííî-
ãî 3!%"…  ƒ…=ч,м%“2, α, òî г,C%2�ƒ= H %2"�!г=�2“  …= 3!%"…� 
ƒ…=ч,м%“2, α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H âåðíà (ò.å. ÿâëÿåòñÿ 
äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì): ( ) ( )P H A P H| = = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâ-

íîé âåðîÿòíîñòè 

( ) ( ) ( )
( ) ( )P A H

P A P H A

P H
P A|

|
= = ; 

òàêèì îáðàçîì, óðîâåíü çíà÷èìîñòè – ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî "�!-
…=  г,C%2�ƒ= K3д�2 %ш,K%ч…% %2"�!г…32=. Ñîîòâåòñòâóþùóþ 
îøèáêó, ñîñòîÿùóþ â íåïðèíÿòèè ïðàâèëüíîé íà ñàìîì äåëå ãèïî-
òåçû, íàçûâàþò %ш,K*%L C�!"%г% !%д=. 

Âàæíî, ÷òî ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè …� C%ƒ"%л ю2 
ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ îá èñòèííîñòè ãèïîòåçû. Îíè ëèøü äàþò 
âîçìîæíîñòü ñäåëàòü "�!% 2…%“2…%� ñóæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå åå îï-
ðîâåðãíóòü. 

nш,K*%L "2%!%г% !%д= íàçûâàþò îøèáêó, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî 
ïðèíèìàåòñÿ íåâåðíàÿ ãèïîòåçà (àëüòåðíàòèâà äëÿ âåðíîé). Âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà äîïîëíÿåò äî åäèíèöû ÷èñëî, íàçûâàå-
ìîå м%?…%“2ью ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ. Îáû÷íî îäíà è òà æå 
ãèïîòåçà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ. 
Ñðåäè ýòèõ êðèòåðèåâ ñëåäóåò ïî âîçìîæíîñòè âûáèðàòü òîò, êîòî-
ðûé îáëàäàåò íàèáîëüøåé ìîùíîñòüþ: ƒ…=ч�…,  *!,2�!,  C!, …3-
л�"%L г,C%2�ƒ� , =ль2�!…=2,"� д%л›…/ %2л,ч=2ь“  *=* м%›…% 
K%льш�. 

Âûáîð óðîâíÿ çíà÷èìîñòè îòðàæàåò ïðèíÿòóþ ìàëóþ âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ, êîòîðîå íà ïðàêòèêå ñ÷èòàåòñÿ …�"%ƒм%›…/м. Â 
áîëüøèíñòâå ïîèñêîâûõ èññëåäîâàíèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α âûáè-
ðàþò ðàâíûì 0,05. Êðèòè÷åñêèå çàäà÷è (íàïðèìåð, ñâÿçàííûå ñ 
îöåíêîé íàäåæíîñòè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ) òðåáóþò âûáîðà ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøèõ çíà÷åíèé: α ~ 10 6− ; îäíàêî ïðè ñòîëü ìàëîì óðîâ-
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íå çíà÷èìîñòè áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè 
ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîäíûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. 

Â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ êðèòè÷åñêîå ñîáûòèå A ìîæíî îòîæäåñò-
âèòü ñ …�C% "л�…,�м …=Kлюд�…,  x. Åñëè äëÿ ïîäîáíîé ôîðìóëè-
ðîâêè óäàåòñÿ îòûñêàòü âåðîÿòíîñòü ( )P A H| , òî ãîâîðÿò, ÷òî ãèïîòå-

çà ïðîâåðÿåòñÿ …�C%“!�д“2"�……%. 
Íà ïðàêòèêå âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ (èëè íåïîÿâëåíèÿ) äàííîãî 

íàáëþäåíèÿ x ïðè ãèïîòåçå H îòûñêàòü îáû÷íî íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó 
îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîâåðêîé ñëåäñòâèé, âûòåêàþùèõ èç ñîäåðæàíèÿ 
ãèïîòåçû. 

4. Гипотеза о нормальном распределении генеральной сово-
купности 

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ %д…%"/K%!%ч…/. çàäà÷ 
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè χ2 -“2=2,“2,*, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ íåïðå-

ðûâíîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè 
(ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñâÿçàííîé ñ îïûòíûìè äàííûìè): 

( )χ 2

2

1

1=
−

=
∑n

n np

p
j j

jj

l

, (4.1)

ãäå n – îáúåì âûáîðêè (êàê ïðàâèëî – íå ìåíåå 200); l – ÷èñëî 
ðàçðÿäîâ íåïðåðûâíîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà (íå ìåíåå 8); nj – ÷àñ-
òîòà; pj – âåðîÿòíîñòü, íàéäåííàÿ ðàñ÷åòîì ïî íîðìàëüíîé êðèâîé, 
âûðàâíèâàþùåé âûáîðêó: 

( )
p

s
e dx

x x

s

x x

sj

x x

s

x

x
j j

j

j

= =
−







 −

−









−
−

+
+

∫
1

2

2

2
1

2 1

π
Φ Φ , j l= 1, . (4.2)

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè x  – îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, s – îöåíêà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, 

( )Φ x e dt
tx

=
−

∫
1

2

2

2

0
π

 – ôóíêöèÿ Ëàïëàñà (èëè ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî 

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). 
Ñòàòèñòèêà (4.1) ïîä÷èíåíà χ2 -ðàñïðåäåëåíèþ ñ ÷èñëîì ñòåïå-

íåé ñâîáîäû l − 3. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èùåòñÿ âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî 
ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî äëÿ âûáîðêè èç íîðìàëüíî ðàñïðå-
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äåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èñòèííîå (íåèçâåñòíîå) çíà÷å-
íèå ñòàòèñòèêè îêàæåòñÿ ñòîëü æå áîëüøèì (áîëüøèì èëè ðàâíûì), 
êàê è íàáëþäàåìîå íà îïûòå çíà÷åíèå. Åñëè óêàçàííàÿ âåðîÿòíîñòü 
áëèçêà ê íóëþ (ìåíüøå âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α), òî íóëå-
âàÿ ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè îòâåðãàåòñÿ. 

Âìåñòî íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ ìîæíî 
ñðàâíèòü íàéäåííîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè (4.1) ñ êâàíòèëüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ χ αl−3

2
,  äëÿ l − 3 ñòåïåíåé ñâîáîäû è âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà-

÷èìîñòè α. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 
χ χ α

2
3

2< −l ,  

ñ÷èòàþò, ÷òî íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü íóëå-
âóþ ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè (âíîâü îòìåòèì, ÷òî ,“2,……%“2ь ãèïîòåçû ýòèì íå äîêàçûâàåò-
ñÿ!). 

4.1. Использование средств MS Excel для проверки гипотезы о нормальном 
распределении генеральной совокупности 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãè-
ïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, èç 
êîòîðîé èçâëå÷åíà âûáîðêà ñ îáú-
åìîì 1000. Ïóñòü âàðèàíòû ïî-
ìåùåíû â ïåðâûé ñòîëáåö ðàáî÷å-
ãî ëèñòà (ÿ÷åéêè A1:A1000 ). 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ñðåä-
íåãî è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, à 
òàêæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà ìîæíî 
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàêåòîì àíàëèçà. 

Èç ìåíþ Сервис âûáðàòü Анализ данных, äàëåå – Описательная 
статистика. Âõîäíîé èíòåðâàë – $A$1:$A$1000 ; âåðõíÿÿ ëåâàÿ 
ÿ÷åéêà âûõîäíîãî èíòåðâàëà $B$1. Óñòàíîâèòü ôëàã Итоговая стати-
стика. 

Äëÿ äàííîé âûáîðêè ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ 
îêàçàëèñü ðàâíûìè –277 è 302 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó â êà÷åñòâå 
ãðàíèö ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ðàçðÿäîâ ìîæíî âûáðàòü –280 è 310: 
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Òàê êàê 1 3 3 1000 12 9+ =, lg , , òî ÷èñëî ðàçðÿäîâ ìîæíî âçÿòü ðàâ-

íûì 10. Òîãäà äëèíà ðàçðÿäà 
( )310 280

10
59

− −
= . 

Â ñòîëáöå D ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó îò –280  äî 310  ñ øàãîì 
59 (ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñðåäñòâàìè àâòîçàïîëíåíèÿ: ââåñòè â 
ÿ÷åéêó D1 çíà÷åíèå –280 , â ÿ÷åéêó D2 – ôîðìóëó =D1+59, âûäå-
ëèòü ÿ÷åéêè D1:D2  è ïåðåìåñòèòü ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè 
D11). 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà èç ìåíþ Сер-
вис ñëåäóåò âûáðàòü Анализ данных, äàëåå – Гистограмма. Âõîäíîé 
èíòåðâàë – $A$1:$A$1000 ; ãðàíèöû ðàçðÿäîâ – $D$1:$D$11 ; 
âåðõíÿÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà âûõîäíîãî èíòåðâàëà $E$1. 

 
Íàéäåì âåðîÿòíîñòè pj, j = 110, , ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëüíîé 

êðèâîé, âûðàâíèâàþùåé âûáîðêó. Äëÿ êàæäîé èç îäèííàäöàòè ãðà-
íèö xj, j = 111,  ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå 

x
x x

sj
j* =
−

, 

ñîîòâåòñòâóþùåå «ñòàíäàðòíîìó» ïîëîæåíèþ ðàçðÿäîâ. Â ÿ÷åéêó G2 
ñëåäóåò ââåñòè ôîðìóëó 
  =(E2-$C$3)/$C$7 
è ïåðåìåñòèòü ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè G12 (îáðàòèòü âíè-
ìàíèå – çàïèñü ññûëîê $C$3 è $C$7 íà ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå ñðåä-
íåå è îöåíêó ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòè ññûë-
êè …� “л�д3�2 ,ƒм�… 2ь " C!%ц�““� ="2%ƒ=C%л…�…, ). 
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé pj ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó H3 ôîðìóëó 

  =НОРМСТРАСП(G3)- НОРМСТРАСП(G2) 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè H12. 

 
Âû÷èñëèì ñóììó 

( )
χ2

2

1

1=
−

=
∑n

n np

p
j j

jj

l

. 

Â ÿ÷åéêó I3  ââåäåì 
  =(F3-$C$15*H3)^2/H3 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè I12 . 

 
Ïîñëå ýòîãî â ÿ÷åéêó I13 ââåäåì 

  =СУММ(I3:I12)/$C$15 
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×èñëî ðàçðÿäîâ l = 10 , ïîýòîìó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû 

χ 2 -ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî 10 3 7− = . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè 

êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû, ïîä÷èíåííîé χ 2 -ðàñïðåäåëåíèþ, îêàæåòñÿ ñòîëü æå 

áîëüøèì, êàê è íàáëþäàåìîå íà îïûòå çíà÷åíèå, â ÿ÷åéêó I14  ââå-
äåì 

=ХИ2РАСП(I13;7) 
 

 
 
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: 
 

 
 
Ïóñòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè âûáðàí ðàâíûì α = 0 05, . Òàê êàê 

0168 0 05, ,> , òî íà äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì 
ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íå ïðîòèâîðå÷èò îïûòíûì 
äàííûì. 
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5. Некоторые двухвыборочные задачи 
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñðåäíèé ðåçóëüòàò 

îäíîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî ðåçóëüòàòà äðó-
ãîé ñåðèè. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè îáíàðóæåííîå 
ðàñõîæäåíèå ñðåäíèõ “2=2,“2,ч�“*, ƒ…=ч,м/м – ìîæíî ëè îáúÿñ-
íèòü åãî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè èëè æå îíî èìååò çàêîíîìåðíîå 
çíà÷åíèå. Â ïðîìûøëåííîñòè çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ñðåäíèõ ÷àñòî âîç-
íèêàåò ïðè êîíòðîëå êà÷åñòâà ïðîäóêöèè, èçãîòîâëåííîé ïðè ðàç-
ëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìàõ. 

Çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ñðåäíèõ ðåøàåòñÿ ðàçëè÷íî â çàâèñèìîñòè îò 
òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè èçâåñòíûìè äèñïåðñèè äâóõ ñîâîêóïíîñòåé (è åñ-
ëè îíè èçâåñòíû – òî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíû ëè îíè). Î÷å-
âèäíî, ÷òî çíà÷èìîñòü ðàçëè÷èÿ ñðåäíèõ çàâèñèò îò äèñïåðñèé ãåíå-
ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé – ìàëîñòü ðàçëè÷èÿ â ñðàâíåíèè ñî ñòàí-
äàðòíûì îòêëîíåíèåì óêàçûâàåò íà åãî íåçíà÷èìîñòü. Îäíàêî òîãäà, 
êîãäà ãåíåðàëüíûå ñðåäíèå îöåíèâàþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðè-
ìåíòà (ò.å. çàìåíÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè ñðåäíèìè), òî ðàçëè÷èå ìåæäó 
ñðåäíèìè ìîæåò áûòü çíà÷èìûì äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè îíî ìàëî 
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì (óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ 
èìååò ìåñòî äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà). Èìåííî ïî ýòîé ïðè-
÷èíå «êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé» ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñðåäíèìè 
ÿâëÿåòñÿ “2=…д=!2…=  %ш,K*= – ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî 
îòêëîíåíèÿ íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç îáúåìà âûáîðêè (ñëåäóåò 
âñïîìíèòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ñðåäíåãî èç n íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ â n 
ðàç ìåíüøå äèñïåðñèè êàæäîãî èç íèõ). 

5.1. Проверка гипотезы о равенстве средних: случай известных и равных 
дисперсий 

Íàèáîëåå ïðîñòî çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ 
[ ]M X x= 0  è [ ]M Y y= 0  ðåøàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè äèñïåðñèè ãåíå-

ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, èç êîòîðûõ èçâëå÷åíû âûáîðêè 

{ }xi , { }y j , i N= 1 1, , j N= 1 2,  

èçâåñòíû è ðàâíû σ x
2  è σ y

2 , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü, 

÷òî âûáîðî÷íûå ñðåäíèå x  è y  ïîä÷èíåíû íîðìàëüíûì ðàñïðåäå-

ëåíèÿì ( )N x x0 ,σ  è ( )N y y0 ,σ  – ðàñïðåäåëåíèÿì ñ ïëîòíîñòüþ 

( ) ( )
f x

x x

x x

= −
−











1

2 2
0

2

2σ π σ
exp , ( ) ( )

f y
y y

y y

= −
−











1

2 2
0

2

2σ π σ
exp . 
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Ïóñòü ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ ñðåä-
íèõ. Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, 
ðàâíàÿ ðàçíîñòè x y−  âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ, ïîä÷èíåíà íîðìàëüíî-

ìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 
[ ] [ ] [ ]M x y M x M y− = − = 0  

è äèñïåðñèåé 

[ ] [ ] [ ]D x y D x D y
N N

x y− = + = +σ σ2

1

2

2

. 

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé íè ÷òî èíîå, êàê *"=д!=2/ “%%2"�2“2"3ю?,. “2=…-
д=!2…/. %ш,K%*. 

Òàê êàê íåñëó÷àéíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê äèñ-
ïåðñèè, âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò: 

[ ] [ ]D X D Xα α= 2 , 

òî ñâÿçàííàÿ ñ ðàçíîñòüþ x y−  âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ñòàòèñòèêà 

[ ]
( )t

x y

D x y
x y

N N
x y= −

−
= − +











−
σ σ2

1

2

2

1

2

 

ïîä÷èíåíà ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ( )N 0 1, . 

Ïóñòü â êà÷åñòâå êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçû âûáðàíà ãèïîòåçà 
H1, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî äëÿ ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ èìååò ìåñòî íå-
ðàâåíñòâî 

[ ] [ ]M X M Y≠ . 

Òîãäà êðèòè÷åñêîå ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, ïîä÷èíåííàÿ ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, îêàæåòñÿ …� 

C!,…=дл�›=?�L èíòåðâàëó ( )− t t; . Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ 

( ) ( ) ( )P A e dx t t
x

t

t

= − = − = −
−

−

−

∫1
1

2
1 2 2 2

2

2

π
Φ Φ* , 

ãäå Φ – ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, Φ∗ – ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Åñëè âåðîÿòíîñòü ( )P A  îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå çàðàíåå çàäàííîãî 

óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, òî ãèïîòåçà H0 î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ ñðåä-
íèõ îòâåðãàåòñÿ. 
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5.2. Проверка гипотезы о равенстве средних: случай неизвестных равных 
дисперсий 

Ïóñòü äèñïåðñèè ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, èç êîòîðûõ èçâëå-
÷åíû âûáîðêè { }xi  è { }y j  íåèçâåñòíû (íî ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíû-

ìè). Ðåøåíèå çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ íà÷èíàåòñÿ ñ 
âû÷èñëåíèÿ “м�ш=……%L îöåíêè äèñïåðñèè ðàçíîñòè âûáîðî÷íûõ 
ñðåäíèõ: 

[ ] ( ) ( )D x y
N N N N

x x y yi
i

N

i
i

N

− =
+ −

+








 − + −










= =
∑ ∑

1
2

1 1

1 2 1 2

2

1

2

1

1 2

. 

Ïîñëå ýòîãî íàõîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè 

[ ]
t

x y

D x y
= −

−
. (5.1)

Ñòàòèñòèêà (5.1) ïîä÷èíåíà ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà ñ 
k N N= + −1 2 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè àëüòåðíàòèâå [ ] [ ]M X M Y≠  

âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå 

( )P A
k

k

x

k
dx

k

t

t

= −








+










− +

−
∫1

1
1
2 2

1
2

1
2

Β ,
, 

ãäå 

( ) ( ) ( )
( ) ( )Β

Γ Γ
Γ

u v
u v

u v
x x dxu v

, =
+

= −− −
∫

1 1

0

1

1  

– áåòà-ôóíêöèÿ. 
Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ îò çíà÷åíèÿ ìî-

äóëÿ ñòàòèñòèêè t äëÿ âûáîðîê îáúåìîì N N1 2 100= =  ïðèâåäåíà íà 

ðèñ. 5.1. 
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0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

t

P
(A

)

 
Ðèñ. 5.1. Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ 

â çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ãåíåðàëüíûõ ñðåäíèõ 
 

Åñëè âåðîÿòíîñòü ( )P A  îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå çàðàíåå çàäàííîãî 

óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, òî ãèïîòåçà H0 î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ ñðåä-
íèõ îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû [ ] [ ]M X M Y≠ . 

5.3. Проверка гипотезы о равенстве средних: случай неизвестных диспер-
сий 

Åñëè äèñïåðñèè ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé íåèçâåñòíû è íå 
ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè, òî ìîæíî C!,Kл,›�……% ñ÷èòàòü, ÷òî ñòà-
òèñòèêà 

[ ]
t

x y

D x y
= −

−
, 

ãäå 

[ ] ( ) ( )D x y
N N N N

x x y yi
i

N

i
i

N

− =
+ −

+







 − + −










= =
∑ ∑

1
2

1 1

1 2 1 2

2

1

2

1

1 2

, 

òàêæå ïîä÷èíåíà ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû óæå íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì è îïðå-
äåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì îáðàçîì: 

( ) ( )

k

s
N

s

N

s

N N

s

N N

x y

x y

=
+









−
+

−

1 2

2

2

1
2

1

2

2
2

21 1

, 
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ãäå 

( )∑
=

−
−

==
1

1

2

1

2

1
1 N

i
ixx xx

N
ss , ( )∑

=
−

−
==

2

1

2

2

2

1
1 N

i
iyy yy

N
ss  

– íåñìåùåííûå îöåíêè ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé. 

5.4. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий 

Äèñïåðñèÿ ïðèçíàêà, êàê è ñâÿçàííûå ñ íåé õàðàêòåðèñòèêè – 
ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå è êîýôôèöèåíò âàðèàöèè – õàðàêòåðèçóþò 
òàêèå èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûå ïîêàçàòåëè, êàê òî÷íîñòü ìàøèí, ïðè-
áîðîâ, òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ò.ä. 

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ãåíåðàëüíûå ñî-
âîêóïíîñòè ñ íåèçâåñòíûìè äèñïåðñèÿìè σ x

2  è σ y
2 . Íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0: σ σx y
2 2=  î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé. 

Çàäà÷à ïðîâåðêè ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ íåñìåùåííûõ îöåíîê ãå-
íåðàëüíûõ äèñïåðñèé 

( )∑
=

−
−

=
1

1

2

1

2

1
1 N

i
ix xx

N
s , ( )∑

=
−

−
=

2

1

2

2

2

1
1 N

i
iy yy

N
s . 

Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû ñòàòèñòèêà, ðàâíàÿ 
îòíîøåíèþ ýòèõ îöåíîê 

F
s

s
x

y

=
2

2
, (5.2)

ïîä÷èíåíà ðàñïðåäåëåíèþ Ôèøåðà (F-ðàñïðåäåëåíèþ) ñ ÷èñëîì 
ñòåïåíåé ñâîáîäû N1 1− , N2 1− . 

Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ôóíêöèÿ F-ðàñïðåäåëåíèÿ: 

( )Q F a b I
b

b aF

b a
, , , ,=

+








2 2
, 

ãäå 

( ) ( ) ( )I x u v
u v

t t dtu v
x

, ,
,

= −− −
∫

1
11 1

0
Β

 

– íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ. 
Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ íàõîäèòñÿ ðàçëè÷íûì îáðà-

çîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îòíîñèòåëüíî êàêîé èç àëüòåðíàòèâ (%д-
…%“2%!%……�L èëè д"3“2%!%……�L) ïðîâåðÿåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà. Åñ-
ëè ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû 
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H1:σ σx y
2 2≠ , òî âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ íàõîäÿò ïî ôîð-

ìóëå 

( )P A
P P

P P
=

′ ′ ≤
− ′ ′ >





,

,

1

2 1
, 

ãäå 

′ = − −








P Q N Nx

y

2 1 1
2

2 1 2
σ
σ

, , . 

5.5. Использование средств MS Excel для проверки гипотезы о равенстве 
средних: случай известных равных генеральных дисперсий 

Ïóñòü èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ñ ,ƒ"�“2…/м, ñòàíäàðòíû-
ìè îòêëîíåíèÿìè σ σx y= = 10  èçâëå÷åíû âûáîðêè îáúåìîì 

N N1 2 100= = . 

Ïóñòü ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ ïîìåùåíû â 
ÿ÷åéêè A1 è B1, à âàðèàíòû çàïîëíÿþò ñòðîêè ñî 
âòîðîé ïî ñòî ïåðâóþ (ÿ÷åéêè A2:A101  è 
B2:B101 , ñîîòâåòñòâåííî). 

Íàéäåì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå. Â ÿ÷åéêó C1 ââå-
äåì ôîðìóëó 
  = СУММ(A2:A101)/100 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè D1. 

 
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ñâÿçàííîé ñ ðàçíîñòüþ ñðåäíèõ ñòàòèñòèêè, 

ïîä÷èíåííîé ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â ÿ÷åéêó 
G3 ââåäåì 
  =(C1-D1)/(A1^2/100+B1^2/100)^0,5 

 
Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ôóíêöèåé ðàáî÷åãî ëèñòà НОРМСТРАСП, âîçâðàùàþùåé ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Â ÿ÷åéêó G4 
ââåäåì 
  =2-2* НОРМСТРАСП(ABS(G3)) 
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: 

 
Â äàííîì ïðèìåðå âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ 

( )P A ≈ <0 017 0 05, , , 

ïîýòîìó íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05  ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ 
äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà. 

5.6. Использование средств MS Excel для проверки гипотезы о равенстве 
средних: случай неизвестных равных генеральных дисперсий 

Ïóñòü èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé âûáîðêè îáúåìîì 
N N1 2 100= = . Ïóñòü âàðèàíòû çàïîëíÿþò ñòðîêè ñ ïåðâîé ïî ñîòóþ 

(ÿ÷åéêè A1:A100  è B1:B100 , ñîîòâåòñòâåííî). 
Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ è âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé 

óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàêåòîì àíàëèçà. Èç ìåíþ Сервис ñëåäóåò 
âûáðàòü Анализ данных, äàëåå – Описательная статистика. Â êà÷åñòâå 
âõîäíîãî èíòåðâàëà ñëåäóåò óêàçàòü äâà ïåðâûõ ñòîëáöà (ÿ÷åéêè 
$A$1:$B$100 ). Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ìîæíî ïîìåñòèòü íà÷èíàÿ ñ 
ÿ÷åéêè C1; óñòàíîâèòü ôëàæîê Описательная статистика. 

 
Íàéäåì ñìåøàííóþ îöåíêó 

[ ] ( ) ( )D x y
N N N N

x x y yi
i

N

i
i

N

− =
+ −

+







 − + −










= =
∑ ∑

1
2

1 1

1 2 1 2

2

1

2

1

1 2

 

äèñïåðñèè ðàçíîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ. Â ÿ÷åéêó G16 ââåäåì 
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=1/(D15+F15-2)*(1/D15+1/F15)*((D15-1)*D8+(F15-1)*F8 ) 
 

 
 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè 

[ ]
t

x y

D x y
= −

−
 

â ÿ÷åéêó G17 ââåäåì 
  =(D3-F3)/G16^0,5 

 

 
 

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ. Â ÿ÷åéêó G18 ââå-
äåì 
  = СТЬЮДРАСП(ABS(G17);D15+F15-2;2) 
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: 

 
Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ 

( )P A ≈ <0 022 0 05, , , 

è íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05  ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ äîëæíà 
áûòü îòâåðãíóòà. 

5.7. Использование средств MS Excel для проверки гипотезы о равенстве 
генеральных дисперсий 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü äèñïåðñèè äâóõ ãåíå-
ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé íà îñíîâå èçâëå÷åííûõ âû-
áîðîê îáúåìàìè N N1 2 20= = . Ïóñòü âàðèàíòû ïîìå-

ùåíû â ïåðâûå äâà ñòîëáöà è çàïîëíÿþò ñòðîêè ñî 
âòîðîé ïî äâàäöàòóþ (ÿ÷åéêè A2:A20  è B2:B101 , 
ñîîòâåòñòâåííî). 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê äèñïåðñèé âîñïîëüçóåì-
ñÿ ñðåäñòâàìè ïàêåòà àíàëèçà (àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å). Èç ìåíþ Сервис ñëåäóåò âûáðàòü 
Анализ данных, äàëåå – Описательная статистика. Â êà-
÷åñòâå âõîäíîãî èíòåðâàëà ñëåäóåò óêàçàòü äâà ïåð-
âûõ ñòîëáöà (ÿ÷åéêè $A$1:$B$20 ). Ðåçóëüòàòû 
àíàëèçà ìîæíî ïîìåñòèòü íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè C1; óñ-
òàíîâèòü ôëàæîê Описательная статистика. 

Âû÷èñëèì ïîä÷èíåííóþ F-ðàñïðåäåëåíèþ ñòàòèñòèêó. Â ÿ÷åéêó 
G16 ïîìåñòèì ôîðìóëó 
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  =D8/F8 

 
 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû 

′ = − −








P Q N Nx

y

2 1 1
2

2 1 2
σ
σ

, ,  

â ÿ÷åéêó G17 ïîìåñòèì ôîðìóëó 
  =F РАСП(G16;D15-1;F15-1) 

 
 
Íàêîíåö, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ â 

ÿ÷åéêó G18 ââåäåì 
  = ЕСЛИ(G17<1;G17;2-G17) 

 
 
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: 
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Â äàííîì ïðèìåðå ( )P A ≈ >0 4 0 05, , , ïîýòîìó íà óðîâíå çíà÷èìî-

ñòè α = 0 05, íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé 
â ïîëüçó äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû. 

6. Задачи регрессионного анализа и математической теории 
эксперимента 

Â ðàìêàõ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà îáúåäèíÿþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàí-
íûå ñ C%“2!%�…,�м -3…*ц,%…=ль…/. ƒ=",“,м%“2�L ìåæäó äâóìÿ 
èëè íåñêîëüêèìè ÷èñëîâûìè ïåðåìåííûìè. Ðåãðåññèîííûé àíàëèç 
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì êîíöåíòðàöèè, «ñâåðòêè» ýìïèðè÷å-
ñêîé èíôîðìàöèè. Ïîäîáíûå îïåðàöèè èíîãäà óïðîùåííî íàçûâàþò 
“гл=›,"=…,�м .*“C�!,м�…2=ль…/. д=……/.. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî 
äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà õàðàêòåðíà áîëåå øèðî-
êàÿ  ïîñòàíîâêà, âêëþ÷àþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ 
ðåçóëüòàòîâ. 

Âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè, îäíàêî ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ â íèõ âåëèêî. Ïîýòîìó 
ñâîéñòâà òàêèõ ñèñòåì ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû òîëüêî ñòàòèñòè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè, à àíàëèç âñåãäà áàçèðóåòñÿ íà âåðîÿòíîñòíûõ 
ïðåäñòàâëåíèÿõ. 

Ïóñòü íàä íåêîòîðîé ñèñòåìîé ïðîèçâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíò, â õîäå 
êîòîðîãî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü – "=!ь,!%-
"=2ь – çíà÷åíèÿ n íåçàâèñèìûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ 

( )x x xn1 2, ,..., = x  

– "=!ь,!3�м/. - =*2%!%". 
Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ìî-

æåò ïîíèìàòüñÿ êàê ч�!…/L 
 ?,* (ðèñ. 6.1). Âíóòðåííåå 
ñîäåðæàíèå ñèñòåìû îñòàåòñÿ 
íåèçâåñòíûì äëÿ èññëåäîâàòå-
ëÿ. Ðåãèñòðàöèè äîñòóïíû 
ëèøü çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé – %2*л,*= “,“2�-
м/. Íà èçìåðåííîå çíà÷åíèå 
îòêëèêà îêàçûâàþò âëèÿíèå 
êàê îáúåêòèâíûå çàêîíîìåðíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, òàê è 
ñëó÷àéíûå ôàêòîðû. Ïîñëåäíèå âûðàæàþò ëèáî âíóòðåííå ïðèñó-
ùóþ îòêëèêó èçìåí÷èâîñòü, ëèáî âëèÿíèå íà íåãî îáñòîÿòåëüñòâ, íå 

Исследуемая

система

x1

x2

xnВ
ар
ьи
р
у
ем
ы
е 
ф
ак
то
р
ы

О
тк
л
и
к

...
y

Случайные факторы

ε1 ε2 ...ε3

 
Ðèñ. 6.1. Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà – «÷åðíûé 

ÿùèê» 
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ó÷òåííûõ â ýêñïåðèìåíòå (â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò âûðàæàòü è âëèÿ-
íèå íåñîâåðøåíñòâà ñðåäñòâ èçìåðåíèé). Ïóòü ïðè îòñóòñòâèè ñëó-
÷àéíûõ ôàêòîðîâ ñâÿçü ìåæäó îòêëèêîì è âõîäíûìè ïåðåìåííûìè 
äàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ( )y = ψ x . Òîãäà íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå îòêëèêà 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 
( )y = +ψ εx , 

â êîòîðîé ïåðâîå ñëàãàåìîå çàêîíîìåðíî çàâèñèò îò x, à âòîðîå ñâÿ-
çàíî ñ âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Ýòî ñëàãàåìîå óñëîâíî ìîæ-
íî íàçâàòü «îøèáêîé» ýêñïåðèìåíòà. 

Ïðè îáðàáîòêå ýìïèðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé (ôóíêöèîíàëüíîé) çàâèñèìî-
ñòè îòêëèêà îò âàðüèðóåìûõ ôàêòîðîâ: 

( ) ( )y f x x x fn= =1 2, ,..., x  

– .*“C�!,м�…2=ль…%-“2=2,“2,ч�“*%L (}q) м%д�л,, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
ëàñü áû â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îïèñàíèåì èññëåäóåìîé 
ñèñòåìû. Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî èçëîæåíèå ïîêà íå ïðåäïîëàãàåò íè 
C%"2%!�…,  %C/2%", íè ðåøåíèÿ âîïðîñà îá =д�*"=2…%“2, ïîëó-
÷åííîãî îïèñàíèÿ – ñîîòâåòñòâèÿ åãî (íåèçâåñòíîé) èñòèííîé çàâè-
ñèìîñòè ( )y = ψ x . 

Êàê ïðàâèëî, îáùèé âèä ìîäåëè (âèä àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòè) âûáèðàåòñÿ çàðàíåå. Âûáîð ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåôîðìàëüíîé 
îïåðàöèåé è îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâàííîé íà íàêîïëåííîì îïûòå èíòóè-
öèåé èññëåäîâàòåëÿ è äîñòóïíîé èíôîðìàöèåé îá îáúåêòå èññëåäî-
âàíèÿ. 

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âûáîð ìîäåëè ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî 
íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ. Íàïðèìåð, åñëè ïîëó÷åííûå ïðè 
N èçìåðåíèÿõ ïàðû çíà÷åíèé ( )x yu u, , u N= 1,  ñêàëÿðíîãî âàðüèðóå-

ìîãî ôàêòîðà x è îòêëèêà y ñãðóïïèðîâàíû âáëèçè ïðÿìîé ëèíèè, 
òî â êà÷åñòâå ìîäåëè ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ 
y b b x= +0 1 ; åñëè çíà÷åíèÿ ñãðóïïèðîâàíû âáëèçè ïàðàáîëû, òî 

ìîæíî âçÿòü êâàäðàòè÷íóþ ìîäåëü y b b x b x= + +0 1 11
2 , è ò.ä. 

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ «õîðîøåé» ìîäåëè ïðåäñêàçàííîå çíà÷å-
íèå ( )f x  â òî÷êå x äîëæíî áûòü ïî âîçìîæíîñòè «áëèçêî» ê íàáëþ-

äàåìîìó â ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèþ îòêëèêà. Âîïðîñ î ñòåïåíè «áëè-
çîñòè» äîïóñêàåò ðàçëè÷íóþ òðàêòîâêó. Îáû÷íî äëÿ ñðàâíåíèÿ 
ïðåäñêàçàííûõ è ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ц�л�"=  
-3…*ц, , êîòîðàÿ çàâèñèò îò ðàçëè÷èÿ ìåæäó îïûòíûìè è ïðåäñêà-
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çàííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïîñëå ââåäåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷à îá-
ðàáîòêè ýìïèðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ýêñòðåìóìà 
(îáû÷íî – ìèíèìóìà) öåëåâîé ôóíêöèè è ìîæåò ðåøàòüñÿ èçâåñò-
íûìè ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. 

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëü 
( )y f b b bL= x, , ,...,1 2  (6.1)

âêëþ÷àåò L íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ b1, b2, …, bL. Èõ çíà÷åíèÿ âû-
áèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (îò L ïåðåìåííûõ – íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè), õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàçëè÷èå ìåæäó 
ïðåäñêàçàííûìè è íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè îòêëèêà, äîñòèãëà 
ìèíèìóìà. 

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, âûáîð îáùåãî âèäà ìîäåëè – íåôîð-
ìàëüíàÿ îïåðàöèÿ, äëÿ êîòîðîé íè òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, íè ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà íå ïðåäîñòàâëÿþò íèêàêèõ ñðåäñòâ. Â òî æå 
âðåìÿ âûáîð ïîäëåæàùåé ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè, ñâÿçàí-
íîé ñ «áëèçîñòüþ» ïðåäñêàçàííûõ è ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ïðè 
íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæåò áûòü ñäåëàí ôîðìàëüíî. Îñíî-
âîé âûáîðà ÿâëÿåòñÿ C!,…ц,C м=*“,м=ль…%г% C!="д%C%д%K, , ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó …=,л3чш,м %C,“=…,�м ,““л�д3�м%L “,“2�м/  "л -
�2“  2=*%�, C!,  *%2%!%м м=*“, м=ль…= "�!% 2…%“2ь C%л3ч, 2ь , ƒ-
м�!�……/� …= %C/2� ƒ…=ч�…,   %2*л, *=. 

Ïóñòü èñòèííàÿ (íåèçâåñòíàÿ èññëåäîâàòåëþ) çàâèñèìîñòü îò-
êëèêà îò âàðüèðóåìûõ ôàêòîðîâ äàåòñÿ âûðàæåíèåì ( )y = ψ x . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëèÿþùèå íà ñèñòåìó ñëó÷àéíûå ôàêòîðû òàêî-
âû, ÷òî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ. 

1. Îøèáêè èçìåðåíèé îòêëèêà (ðàçíîñòè ε ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì 
yu è íåèçâåñòíûì èñòèííûì ( )ψ xu  çíà÷åíèÿìè â u-ì îïûòå) !=“C!�-

д�л�…/ C% …%!м=ль…%м3 ƒ=*%…3; ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòêëèêà 
ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì èñòèííîìó çíà÷åíèþ ( )ψ xu . 

2. Èçìåðåíèÿ íåçàâèñèìû è !="…%2%ч…/ – ñòàíäàðòíûå îòêëî-
íåíèÿ îòêëèêà (è îøèáîê èçìåðåíèé) âî âñåõ îïûòàõ ïîñòîÿííû è 
ðàâíû σ. 

Âìåñòå ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñäåëàííûå 
ïðåäïîëîæåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñíîâó áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ ðåãðåññè-
îííîãî àíàëèçà. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â êàæäîì u-ì èç N îïû-
òîâ ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ yu áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Yu, ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè êîòîðîé 
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( ) ( )[ ]
g y

y
u u

u u= −
−













1

2 2

2

2σ π
ψ
σ

exp
x

. 

Ýêñïåðèìåíò åñòü ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû Y1, Y2, …, YN  ïðèíÿëè çíà÷åíèÿ y1, y2, …, yN. Òàê êàê 
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yu íåïðåðûâíû, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 
Y uu u=  ðàâíà íóëþ; ìîæíî ëèøü ïîñòàâèòü âîïðîñ î âåðîÿòíîñòè 

ïîïàäàíèÿ âåëè÷èíû Yu  íà ìàëûé èíòåðâàë [ )y y dyu u u, + . Ýòà âåðî-

ÿòíîñòü 

( ) ( ) ( )[ ]
P y Y y dy g y dy

y
dyu u u u u u u

u u
u≤ < + = = −

−













1

2 2

2

2σ π
ψ
σ

exp
x

. 

Òàê êàê èçìåðåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî, òî âåðîÿòíîñòü P 
ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé [ )Y y y dyu u u u∈ +, , u N= 1,  îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 

ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñîìíîæèòåëåé: 

( ) ( )[ ]
P P y Y y dy

y
dyu u u u

u

N
u u

u
u

N

= ≤ < + = −
−













=
= =

∏ ∏
1

2

2
1

1

2 2σ π
ψ
σ

exp
x

 

( )[ ]= 





 − −











=
∑

1

2

1

2 2

2

1
1 2σ π σ

ψ
N

u u
u

N

ny dy dy dyexp ...x , 

Îáîçíà÷èì 

1

2 1 2σ π






 =

N

ndy dy dy K...  

– âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò íîìåðà u îïûòà, íè îò õàðàêòåðà 
çàâèñèìîñòè ( )ψ xu  îòêëèêà îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà âåðîÿò-

íîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê íàáëþäàåìûì íà îïûòå: 

( )[ ]P K yu u
u

N

= − −










=
∑exp

1

2 2

2

1σ
ψ x . 

Ýòà âåðîÿòíîñòü âîçðàñòàåò âìåñòå ñ óâåëè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ 
ñòåïåíè è ìàêñèìàëüíà, åñëè ñóììà â ïîêàçàòåëå äîñòèãàåò м,…,м3-
м=: 

( )[ ]yu u
u

N

− =
=
∑ ψ x

2

1

min . 

Íî ôóíêöèÿ ( )ψ x  íåèçâåñòíà, à çàäà÷à èññëåäîâàòåëÿ êàê ðàç è 

ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìîäåëè ( )f x , êîòîðàÿ áûëà áû áëèçêà ê íåé. 
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Ïîýòîìó ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç ïðèíöèïà ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñëåäóåò, ÷òî …=,л3чш�L м%д�лью K3д�2 2=*= , 
дл  *%2%!%L “3мм= *"=д!=2%" %2*л%…�…, L .мC, !, ч�“*, . 
ƒ…=ч�…, L yu %2 ƒ…=ч�…, L, C!�д“*=ƒ=……/. м%д�лью, %K!=?=�2“  " 
м, …, м3м: 

( ) ( )[ ]S y f y fu u u u
u

N

, , minx x= − =
=
∑

2

1

. (6.2)

l�2%д%м …=, м�…ьш, . *"=д!=2%" íàçûâàþò ìåòîä îòûñêàíèÿ 
ìîäåëè, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óêàçàííîãî óñëîâèÿ. 

7. Подбор параметров линейной модели 
Ïóñòü â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ âàðüèðîâàëàñü îäíà íåçàâèñèìàÿ 

ïåðåìåííàÿ x è ïîñëå ïðîâåäåíèÿ N ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû çíà÷å-
íèÿ yu, u N= 1, . Òðåáóåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîäîá-
ðàòü ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè 

y ax b= + . 

Äëÿ ìîäåëè óêàçàííîãî âèäà ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé èìååò 
âèä 

( )( )S y ax bu u
u

N

= − +
=
∑

2

1

. 

Ñ÷èòàÿ ýòó ñóììó ôóíêöèåé íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ 
( )S S a b= , , 

ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà 

∂
∂
∂
∂

S

a

S

b

=

=










0

0
. 

Äèôôåðåíöèðóÿ è ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê íóëþ, 
ïîëó÷èì: 

( )

( )

y ax b x

y ax b

u u u
u

N

u u
u

N

− − =

− − =













=

=

∑

∑

1

1

0

0

. 

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ: 
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a x b x y x

a x bN y

u
u

N

u
u

N

u u
u

N

u
u

N

u
u

N

2

1 1 1

1 1

= = =

= =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

+ =

+ =













. (7.1)

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ xu ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äâóõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé (êîòîðóþ íàçûâàþò …%!м=ль…%L “,“2�м%L) èìååò 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå äåéñòâè-
òåëüíî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè 

( )S S a b= , . 

8. Случай модели, линейной по параметрам 
Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà, âîçíèêàþùàÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòî-

äà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ýêñïåðèìåíòàëüíî-
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ( )y f= x . Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íîðìàëüíàÿ 

ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è ðåøàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî. 
Îäíàêî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ïðàêòè÷åñêè âàæ-

íûõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è 
äîïóñêàåò ïðîñòîå è êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòîò êëàññ ïðåä-
ñòàâëåí м%д�л м, , л, …�L…/м,  C% C=!=м�2!=м: 

( ) ( ) ( ) ( )f b b bL Lx x x x= + + +1 1 2 2ϕ ϕ ϕ... . 

Â ýòèõ ìîäåëÿõ ôóíêöèè ( )ϕ j x , j L= 1,  íîñÿò íàçâàíèå K=ƒ, “…/. 

-3…*ц,L. Ïðèìåðàìè ìîäåëåé, ëèíåéíûõ ïî ïàðàìåòðàì, ÿâëÿþòñÿ 
ìîäåëè 

y ax b= +  (áàçèñíûå ôóíêöèè: ( )ϕ1 x x= , ( )ϕ2 1x = ); 

y ax b x ce x= + +2 sin  ( ( )ϕ1
2x x= , ( )ϕ2 x x= sin , ( )ϕ3 x e x= ); 

z b b x b y b x b xy b y= + + + + +0 1 2 11
2

12 22
2  

(ϕ1 1= , ϕ2 = x , ϕ3 = y , ϕ4
2= x , ϕ5 = xy , ϕ6

2= y ) è ò.ä. 

Äëÿ ìîäåëåé óêàçàííîãî âèäà 

( ) ( )f b j j
j

L

x x=
=
∑ ϕ

1

 

ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïðåäñêàçàííûõ ( )f ux  è ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ çíà÷åíèé yu èìååò âèä 

( ) ( )( ) ( )S b b b y f y bL u u
u

N

u j j u
j

L

u

N

1 2

2

1 1

2

1

, ,..., = − = −










= ==
∑ ∑∑x xϕ . 
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Ñ÷èòàÿ ýòó ñóììó ôóíêöèåé îò L íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïî-
òðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà 

( ) ( )y b
b

bu j j u
j

L

i
j j u

j

L

u

N

−































=
= ==
∑ ∑∑ ϕ ∂

∂
ϕx x

1 11

0 , i L= 1, . 

Áàçèñíûå ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó ïðè âñåõ 
i j≠  ïðîèçâîäíûå 

( )∂
∂

ϕ
b

b
i

j j ux  

ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé èç ñóìì ( )∂
∂

ϕ
b

b
i

j j u
j

L

x
=
∑

1

 èìå-

åòñÿ òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå: 

( ) ( )∂
∂

ϕ ϕ
b

b
i

j j u
j

L

i ux x
=
∑ =

1

. 

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä 

( ) ( )y bu j j u
j

L

i u
u

N

−






















=
==
∑∑ ϕ ϕx x

11

0 , i L= 1, . 

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü 
ñëàãàåìûå, â êîòîðûå âõîäÿò ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòêëèêà: 

( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕi u j j u
j

L

u

N

u i u
u

N

b yx x x
== =
∑∑ ∑









 =

11 1

, i L= 1, . 

Âíîâü ìåíÿÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, çàïèøåì 
íîðìàëüíóþ ñèñòåìó â âèäå 

( ) ( ) ( )b yj i u j u
u

N

j

L

u i u
u

N

ϕ ϕ ϕx x x
== =
∑∑ ∑









 =

11 1

, i L= 1, . (8.1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X

x x x

x x x

x x x

=



















ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

...

...

...

...

L

L

N N L N

 – 

ìàòðèöà ðàçìåðà NxL, íàçûâàåìàÿ м=2!,ц�L K=ƒ,“…/. -3…*ц,L; 

( )B = b b bL
T

1 2, ,...,  – 

âåêòîð - ñòîëáåö âûñîòû L , íàçûâàåìûé "�*2%!%м ,“*%м/. C=!=-
м�2!%"; 
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( )Y = y y yN
T

1 2, ,...,  – 

âåêòîð - ñòîëáåö âûñîòû N, íàçûâàåìûé "�*2%!%м %2*л,*%". 
Òîãäà íîðìàëüíóþ ñèñòåìó (8.1) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé 

ôîðìå: 

( )X X B X YT T= . (8.2)

Âõîäÿùàÿ â ýòó ñèñòåìó ñèììåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M X X

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

= =





































=T

N

N

L L L N

L

L

N N L N

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

...

...

...

...

...

...

...

...

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=



























= = =

= = =

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

1
2

1
1 2

1
1

1

2 1
1

2
2

1
2

1

1
1

2
1

2

1

x x x x x

x x x x x

x x x x x

u
u

N

u u
u

N

u L u
u

N

u u
u

N

u
u

N

u L u
u

N

L u u
u

N

L u u
u

N

L u
u

N

...

...

...

...

, 

ïîðÿäîê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì áàçèñíûõ ôóíêöèé (è ñ ÷èñëîì 
ñëàãàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè), íàçûâàåòñÿ 
м=2!,ц�L м%м�…2%", èëè ,…-%!м=ц,%……%L м=2!,ц�L1. 

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå îäíîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ 
y b ax= +  

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè, ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì. Äëÿ 
ýòîé ìîäåëè áàçèñíûå ôóíêöèè 

( )ϕ1 1x = , ( )ϕ2 x x= , 

ïîýòîìó åå ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé (èìåþùàÿ N ñòðîê è äâà 
ñòîëáöà): 

                               
1 Ñîãëàñíî ÃÎÑÒ 24026-80, èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà åñòü ч=“2…%� %2 д�л�…,  м=2!,ц/ м%-

м�…2%" …= ч,“л% %C/2%" N. Îäíàêî â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ ïîíÿòèÿ èíôîðìàöèîííîé ìàò-
ðèöû è ìàòðèöû ìîìåíòîâ îòîæäåñòâëÿþò, à ìàòðèöó XTX/N íàçûâàþò …%!м,!%"=……%L ,…-
- %!м=ц,%……%L м=2!,ц�L. 
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X =



















1

1

1

1

2

x

x

xN

... ...
. 

Ìàòðèöà ìîìåíòîâ îäíîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè: 

M X X= = 


























=



















=

= =

∑

∑ ∑

T

N

N

u
u

N

u
u

N

u
u

Nx x x

x

x

x

N x

x x

1 1 1

1

1

1
1 2

1

2 1

1

2

1

...

... ...
; 

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòàìè ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ èìåííî òå 
ñóììû, êîòîðûå âõîäÿò â ëåâûå ÷àñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû (7.1). 

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå ìîìåíòîâ, 

( )D M X X= =− −1 1T  

íàçûâàåòñÿ *%"=!,=ц,%……%L м=2!,ц�L, èëè м=2!,ц�L %ш,K%*. Èñ-
êîìûé ñòîëáåö ïàðàìåòðîâ ðàâåí 

B DX Y= T . (8.3)
Ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (8.3) ïðèâîäèò ê L-êðàòíîìó óâåëè÷å-

íèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ (8.2). Íåñìîòðÿ íà ýòî 
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü èìåííî ñî-
îòíîøåíèå (8.3). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöû õàðàêòåðèçóþò äèñïåðñèè ïàðàìåòðîâ ìîäå-
ëè, à âíåäèàãîíàëüíûå – èõ «âçàèìíîå âëèÿíèå»1. Êîâàðèàöèîííàÿ 
ìàòðèöà òðåáóåòñÿ íà ýòàïå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîñòðîåííîé 
ÝÑ-ìîäåëè. 

Äëÿ ðàññìîòðåííîé îäíîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè êîâàðèàöè-
îííàÿ ìàòðèöà ðàâíà 

D =



















=
−

−

−



















=

= =

−

= =

= =

=

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

N x

x x N x x

x x

x N

u
u

N

u
u

N

u
u

N

u
u

N

u
u

N

u
u

N

u
u

N

u
u

N
1

1

2

1

1

2

1 1

2

1 1

1

1
. 

                               
1 Ñòðîãîå èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé ïðèâåäåíî íèæå. 
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Âçàèìíîå âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè âíåäèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû îáðàòÿòñÿ â íîëü; ïîëó÷àåì óñëîâèå 

xu
u

N

=
∑ =

1

0 . (8.4)

Ïðè ïðîâåäåíèè =*2,"…%г% .*“C�!,м�…2= èññëåäîâàòåëü ïî÷òè 
âñåãäà èìååò âîçìîæíîñòü âûáðàòü çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ 
òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèé, ïîäîáíûõ (8.4). Â ýòîì 
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî Cл=… .*“C�!,м�…2= â òîì èëè èíîì ñìûñëå %C-
2,м=л�…. 

Åñëè äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè óñëîâèå (8.4) âûïîë-
íåíî, òî åå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà 

D =














=




























=

=

=

−

∑

∑
∑

1 0

0

1
0

02

1

2

1 2

1

1

N x

x

N

N

x
u

u

N
u

u

N

u
u

N , 

ïîýòîìó äèñïåðñèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíû âåëè÷èíàì 

D xa u
u

N

=










=

−

∑ 2

1

1

, D
Nb = 1

. 

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äèñïåðñèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà b îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó îïûòîâ. Äèñïåðñèÿ êîýôôèöèåíòà a ïðè 
âõîäíîé ïåðåìåííîé óìåíüøàåòñÿ âìåñòå ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëà îïû-
òîâ è óâåëè÷åíèåì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí òåõ çíà÷åíèé âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé, äëÿ êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ îòêëèêà. 

8.1. Использование средств MS Excel для построения одномерной линейной 
регрессионной модели 

Ïóñòü äëÿ ÷åòûðåõ âûáðàííûõ çíà÷åíèé xu, u = 1 4,  íåçàâèñèìîé 
ïåðåìåííîé x âûïîëíåí ýêñïåðèìåíò è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ îòêëèêà 
yu (òàáë. 8.1). 

Òàáëèöà 8.1 
Ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòêëèêà 

 Íîìåð ýêñïåðèìåíòà 
 1 2 3 4 
Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x 0 1 2 3 
Çíà÷åíèå îòêëèêà y 2 2 3 4 
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Ïóñòü çíà÷åíèÿ âõîäíîé ïåðåìåííîé çàïîëíÿþò ïåðâûå ÷åòûðå 
ÿ÷åéêè ïåðâîãî ñòîëáöà (A1:A4 ), à çíà÷åíèÿ îòêëèêà çàïîëíÿþò 
àíàëîãè÷íûå ÿ÷åéêè âòîðîãî ñòîëáöà (B1:B4 ). 

Çäåñü ìû íàìåðåííî %2*=›�м“  îò èñïîëüçîâàíèÿ îáùåé ôîð-
ìóëû (8.3) äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. 

Îòäåëüíî âû÷èñëèì ñóììû 

xu
u

N

=
∑

1

, xu
u

N
2

1=
∑ , yu

u

N

=
∑

1

, x yu u
u

N

=
∑

1

. 

Óäîáíî çàïîëíèòü äèàïàçîí C1:C4  êâàäðàòàìè çíà÷åíèé âõîä-
íîé ïåðåìåííîé, à äèàïàçîí D1:D4  – ïðîèçâåäåíèÿìè çíà÷åíèé 
âõîäíîé ïåðåìåííîé è îòêëèêà. Ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó C1 ôîðìóëó 
 =A1^2 
à â ÿ÷åéêó D1 – ôîðìóëó 
 =A1*B1 

  
 
Ïîñëå ýòîãî âûäåëèì äèàïàçîí C1:D1  è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâ-

òîçàïîëíåíèÿ äî ÷åòâåðòîé ñòðîêè. 
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóìì, âõîäÿùèõ â íîðìàëüíóþ ñèñòåìó (7.1), 

ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó A5 ôîðìóëó 
 = СУММ(A1:A4) 
(ìîæíî âûäåëèòü äèàïàçîí A5:A1  è íàæàòü íà ïàíåëè èíñòðóìåíòîâ 
êíîïêó àâòîñóììû Σ), ïîñëå ÷åãî (ïðè åäèíñòâåííîé âûäåëåííîé 
ÿ÷åéêå A5) ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÷åòâåðòîãî ñòîëá-
öà. 

  
 
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (8.4) äëÿ âûáðàííîãî Cл=…= 

.*“C�!,м�…2= (çíà÷åíèé âõîäíîé ïåðåìåííîé â òàáë. 8.1) íå âû-
ïîëíåíî: ñóììà â ÿ÷åéêå A5 îòëè÷íà îò íóëÿ. Ýòî ãîâîðèò íå â 
ïîëüçó ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà. 

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä 
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14 6 20

6 4 11

a b

a b

+ =
+ =





. 

Ðåøåíèå «ïðèäåòñÿ» èñêàòü ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà (âíîâü ïîä-
÷åðêíåì – ñîîòíîøåíèå (8.3) è ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòî-
äû èç ãðóïïû ìåòîäîâ Ãàóññà áûëî ðåøåíî íå èñïîëüçîâàòü). Äëÿ 
ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü «âðó÷íóþ», îäíàêî 
Excel îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì è çäåñü. 

 
 

Èìååì: 

a = =14
20

0 7, ; b = =34
20

1 7, . 

  
Èñêîìàÿ ìîäåëü: 

y x= +0 7 1 7, , . 

 
Ïîëåçíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó, íà êîòîðîé áûëè áû îòìå÷åíû 

êàê ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, òàê è ãðàôèê ïðåäñêàçàííîãî ìîäåëüþ 
îòêëèêà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû ïðèäåòñÿ òàáóëèðîâàòü ïðåä-
ñêàçàííûå çíà÷åíèÿ (õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ðåãðåññèÿ ëèíåéíàÿ, è 
õâàòèëî áû äâóõ òî÷åê). Ïîìåñòèì â êàêóþ-ëèáî ÿ÷åéêó ïåðâîé 
ñòðîêè (íàïðèìåð – â F1) ôîðìóëó 
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 =A1*$E$7+$E$8 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÷åòâåðòîé ñòðîêè. 

Âûäåëèì ÿ÷åéêè A1:C4 , èç ìåíþ Вставка âûáåðåì Диаграмма, 
äàëåå – Точечная. Íà âêëàäêå Ряд â ñïèñêå Ряд äëÿ âòîðîãî ðÿäà 
äàííûõ ñëåäóåò èçìåíèòü çíà÷åíèÿ Y íà 
 =' шаг 4'!$F$1:$F$4 
ãäå «шаг 4 » – èìÿ ðàáî÷åãî ëèñòà, íà êîòîðûé ïîìåùàåòñÿ äèà-
ãðàììà. Âìåñòî êîððåêòèðîâêè çíà÷åíèé ìîæíî äî âñòàâêè äèà-
ãðàììû âûäåëèòü äâà äèàïàçîíà: A1:B4  è F1:F4  (ñëåäóåò âûäåëèòü 
ïåðâûé èç íèõ, íàæàòü è óäåðæèâàòü êëàâèøó Ctrl, è ïðè íàæàòîé 
ëåâîé êíîïêå ìûøè ïåðåìåñòèòü êóðñîð îò ÿ÷åéêè F1 äî F4). 

Ïîñëå âñòàâêè äèàãðàììû 
äëÿ ïåðâîãî ðÿäà ñëåäóåò îò-
êëþ÷èòü ïîñòðîåíèå èíòåðïî-
ëÿöèîííîé ñïëàéíîâîé êðèâîé 
(äâîéíîé ùåë÷îê ïî ëþáîìó 
ýëåìåíòó ðÿäà, íà âêëàäêå Вид 
â ãðóïïå Линия óñòàíîâèòü От-
сутствует), à äëÿ âòîðîãî 
âêëþ÷èòü åå ïîñòðîåíèå (àíà-
ëîãè÷íî, íî â ãðóïïå Линия 
óñòàíîâèòü Обычная). Óñòà-
íîâêà ôëàæêà Сглаженная ли-
ния, âêëþ÷àþùàÿ ñïëàéíîâóþ 
èíòåðïîëÿöèþ òàáóëèðîâàííûõ çíà÷åíèé, â äàííîì ñëó÷àå áóäåò 
èçëèøíåé, íî äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåç-
íîé. 

9. Основные понятия математической теории эксперимента 
Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû èñõîäíûå ïðåäïîñûëêè ïîñòðîåíèÿ 

ÝÑ-ìîäåëåé. Èñõîäÿ èç âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå 
îøèáîê èçìåðåíèé, äëÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ïî ïàðà-
ìåòðàì ìîäåëè áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå 

( )B X X X Y M X Y DX Y= = =
− −T T T T1 1 , 

ãäå M X X= T  – ìàòðèöà ìîìåíòîâ, D M= −1  – êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà. 

Çàêîíîìåðíî âîçíèêàþò âîïðîñû: êàê âëèÿåò âûáîð çíà÷åíèé 
âõîäíîé ïåðåìåííîé íà îöåíêè ïàðàìåòðîâ è êàêèìè äîëæíû áûòü 

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Вход системы

О
тк
л
и
к 
с
и
с
те
м
ы

 
Ðèñ. 8.1. Ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è ãðà-
ôèê ïðåäñêàçàííîãî ìîäåëüþ îòêëèêà 
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ýòè çíà÷åíèÿ, ÷òîáû îöåíêè áûëè â íåêîòîðîì ñìûñëå «íàèëó÷øè-
ìè». Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöû (è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñÿò òàêæå îò âûáðàííîé ÝÑ-
ìîäåëè). 

Â ðàìêàõ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ìåòîäû 
ïîèñêà è ïîñëåäóþùåé îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïàðàìåò-
ðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Âîïðîñ îá îïòèìàëü-
íîì âûáîðå çíà÷åíèé âõîäíîé ïåðåìåííîé ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ м=-
2�м=2,ч�“*%L 2�%!,, .*“C�!,м�…2= – äèñöèïëèíû, îñíîâíàÿ öåëü 
ìåòîäîâ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â èçâëå÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷å-
ñòâà îáúåêòèâíîé èíôîðìàöèè î âëèÿíèè ôàêòîðîâ íà èññëåäóåìûé 
ïðîöåññ ïðè ïîìîùè íàèìåíüøåãî ÷èñëà íàáëþäåíèé. Ìåòîäû òåî-
ðèè ýêñïåðèìåíòà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî 
ñîñòàâà ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé, ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 
îáîðóäîâàíèÿ, ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïðîäóêöèè. 

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé. 
Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïåðåìåííûìè â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ 

âàðüèðóåìûå ôàêòîðû X1, X2, …, Xk, íàçûâàþò -=*2%!…/м C!%-
“2!=…“2"%м. ×èñëî k âàðüèðóåìûõ ôàêòîðîâ íàçûâàþò !=ƒм�!…%-
“2ью ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäîìó èç N ýêñïåðèìåíòîâ ñîîò-
âåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ òî÷êà ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîíÿòèÿ 
«ýêñïåðèìåíò» è «òî÷êà ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà» è «ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ òî÷êà» ìîæíî ñ÷èòàòü òîæäåñòâåííûìè. Ãðàôèê ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè – ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç â ( )k +1 -

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå – íàçûâàþò C%"�!.…%“2ью %2*л,*=. 
Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âõîäíîé ïåðåìåííîé Xi, i N= 1,  íàçûâàþò 

!=ƒм=.%м "=!ь,!%"=…, , à ïîëîâèíó ýòîãî äèàïàçîíà 

∆X
X X

i
i i=

−,max ,min

2
 

íàçûâàþò ,…2�!"=л%м "=!ь,!%"=…, . Çíà÷åíèÿ âõîäíîé ïåðåìåííîé 
íàçûâàþò 3!%"… м, "=!ь,!%"=…, . Ñåðåäèíà äèàïàçîíà âàðüèðîâà-
íèÿ 

X
X X

i
i i

,
,max ,min

0 2
=

+
 

íàçûâàåòñÿ %“…%"…/м 3!%"…�м ôàêòîðà. 
oл=…%м .*“C�!,м�…2= íàçûâàþò ÷èñëî è ñïîñîá ðàçìåùåíèÿ 

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê â ôàêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. l=2!,ц�L 
Cл=…= íàçûâàþò ìàòðèöó ðàçìåðà Nxk (ãäå N – ÷èñëî ýêñïåðèìåí-
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òîâ, k – ðàçìåðíîñòü ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà), â ñòðîêàõ êîòîðîé 
íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê. 

Óäîáñòâî ïîñòðîåíèÿ, ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîñëåäóþùåé 
èíòåðïðåòàöèè ÝÑ-ìîäåëåé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò èñõîä-
íûõ – …=23!=ль…/. – äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ ê áåçðàçìåðíûì 
…%!м=л,ƒ%"=……/м ïåðåìåííûì 

x
X X

X
i

i i

i

=
− ,0

∆
. 

Öåëåñîîáðàçíîñòü ýòîé îïåðàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòîòû èí-
òåðïðåòàöèè ìîäåëè èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ïóñòü 
îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå äâóõ ôàêòîðîâ – âðåìåíè òåïëîâîé îáðàáîòêè 
X1 è ìàññû1 ìîäèôèêàòîðà X2 – íà ïðî÷íîñòü R ïîëèìåðíîé ìàñòè-
êè. Êàæäûé èç ôàêòîðîâ âàðüèðóåòñÿ íà äâóõ óðîâíÿõ. Ïëàí ýêñ-
ïåðèìåíòà îáðàçîâàí ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè (ïåðâûå äâà ñòîëáöà òàáë. 
9.1). 

Òàáëèöà 9.1 
X1, ÷ X2, êã R, ÌÏà 

2 1·10–5 121 
2 2·10–5 129 
4 1·10–5 148 
4 2·10–5 154 

 
Äëÿ ïðî÷íîñòè âûáðàíà ëèíåéíàÿ äâóõôàêòîðíàÿ ÝÑ-ìîäåëü 

( )R X X b b X b X1 2 0 1 1 2 2, = + + . 

Ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (8.3) äàåò: b0 88 5= ,  ÌÏà, 

b1 13=  ÌÏà/÷, b2
57 10= ⋅  ÌÏà/êã. Ìîäåëü èìååò âèä 

R X X= + + ⋅88 5 13 7 101
5

2, . 

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ìàññå ìîäèôèêàòîðà X2 íà C 2ь 
C%! д*%" ïðåâûøàåò çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè âðåìåíè òåïëîâîé 
îáðàáîòêè X1. Îäíàêî çàêëþ÷åíèå î ïðåèìóùåñòâåííîì âëèÿíèè 
ìàññû ìîäèôèêàòîðà íà ïðî÷íîñòü áóäåò îøèáî÷íûì óæå òîëüêî ïî 
ïðè÷èíå òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû âîîáùå íåëüçÿ ñðàâíèâàòü – îíè 
èìåþò ðàçëè÷íûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ! Áîëåå òîãî, äàæå ïðè ñîâïà-
äåíèè åäèíèö èçìåðåíèÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ íà ïðî÷íîñòü 

                               
1 Çàìåòèì, ÷òî â ïîäîáíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ çàäà÷àõ âûáèðàòü â êà÷åñòâå âõîäíîé ïåðåìåííîé 

м=““3 íå ïðèíÿòî; âàðüèðîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ ìàññîâûå èëè îáúåìíûå д%л, êîìïîíåíò. Îä-
íàêî ñóòü ïðèìåðà ïîëíåå ðàñêðûâàåòñÿ èìåííî â òàêîé ôîðìóëèðîâêå. 
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íåëüçÿ ñäåëàòü íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèé çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ 
ìîäåëè – äåëî â ðåçêîì ðàçëè÷èè ïîðÿäêîâ äåéñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûõ. 

Ïåðåéäåì ê íîðìàëèçîâàííûì ïåðåìåííûì. Îñíîâíûå óðîâíè: 

X1 0
4 2

2
3, = + =  ÷, X 2 0

5 5
52 10 1 10

2
1 5 10, ,= ⋅ + ⋅ = ⋅

− −
−  êã. 

Èíòåðâàëû âàðüèðîâàíèÿ äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ: 

∆X1
4 2

2
1= − =  ÷, ∆X2

5 5
52 10 1 10

2
0 5 10= ⋅ − ⋅ = ⋅

− −
−,  êã. 

Ïëàí ýêñïåðèìåíòà â íîðìàëèçîâàííîì ôàêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 
(èíà÷å – ïëàí ýêñïåðèìåíòà â *%д%"%м âûðàæåíèè) è ñîîòâåòñò-
âóþùèå çíà÷åíèÿ îòêëèêà ïðèâåäåíû â òàáë. 9.2. 

Òàáëèöà 9.2 
x1 x2 R, ÌÏà 
–1 –1 121 
–1 1 129 
1 –1 148 
1 1 154 

 
ÝÑ-ìîäåëü ïðî÷íîñòè ïî ôîðìå îñòàåòñÿ íåèçìåííîé: 

( )R x x x x1 2 0 1 1 2 2, = + +β β β . 

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ: β0 138=  ÌÏà, β1 13=  ÌÏà, β2 3 5= ,  ÌÏà. 

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè óêàçûâàþò íà äîìèíèðóþùåå 
âëèÿíèå "!�м�…, 2�Cл%"%L %K!=K%2*,. 

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà èñõîäíîãî ïëà-
íà 

D1

5

11

5 11 10

4 75 0 75 1 5 10

0 75 0 25 10

1 5 10 10 1 10

≈
− − ⋅

−
− ⋅ ⋅

















−

−

, , ,

, , ~

, ~

 

ñâèäåòåëüñòâóåò, âî-ïåðâûõ, î ðàçëè÷íîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ (îöåíêè èõ äèñïåðñèé ðàçëè÷àþòñÿ íà 11 ïîðÿäêîâ) 
è, âî-âòîðûõ, î êîððåëèðîâàííîñòè êîýôôèöèåíòîâ äðóã ñ äðóãîì 
(îòëè÷èå îò íóëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöû). Äëÿ òîé æå ìîäåëè â íîðìàëèçîâàííîì ôàêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìàòðèöà îøèáîê ðàâíà 
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D2

1 4 0 0

0 1 4 0

0 0 1 4

=















. 

Ïëàí ýêñïåðèìåíòà ëèøåí äâóõ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ. 

9.1. Использование средств MS Excel для построения квадратичной модели 
в нормализованном факторном пространстве 

Ïóñòü â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà âàðüèðóþòñÿ äâà ôàêòîðà. Èç-
âåñòíî, ÷òî îòêëèê ëèíåéíî çàâèñèò îò ïåðâîãî ôàêòîðà è êâàäðà-
òè÷íî – îò âòîðîãî. Èñõîäÿ èç ýòîãî âûáðàíà ìîäåëü 

y x x x x x= + + + +β β β β β0 1 1 2 2 12 1 2 22 2
2 . 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âûïîëíåí ýêñïåðèìåíò, 
ïëàí êîòîðîãî (â íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ) âìåñòå ñ ýìïèðè÷åñêè-
ìè çíà÷åíèÿìè îòêëèêà ïðèâåäåí â òàáë. 9.3. 

Òàáëèöà 9.3 
X1 X2 y 

10 5 18 
20 5 6 
10 10 12 
20 10 8 
10 15 16 
20 15 20 

 
Òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê íîðìàëèçîâàííûì 

ïåðåìåííûì è íàéòè êîýôôèöèåíòû ÝÑ-
ìîäåëè. 

Ïóñòü çíà÷åíèÿ äåéñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûõ ïîìåùåíû â ïåðâûå äâà ñòîëáöà ðàáî-
÷åãî ëèñòà, çíà÷åíèÿ îòêëèêà ïîìåùåíû â 
òðåòèé ñòîëáåö. Îñíîâíûå óðîâíè è èíòåðâàëû âàðüèðîâàíèÿ â äàí-
íîì ïðèìåðå ðàâíû: 

X1 0
20 10

2
15, = + = ; X2 0 10, = ; 

∆X1
20 10

2
5= − = ; ∆X2 5= . 

Ïóñòü îíè çàïèñàíû â ÿ÷åéêè îò 
A8 äî A11. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàò-
ìàòðèöû ïëàíà â êîäîâîì 
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âûðàæåíèè ïîìåñòèì â äâå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè êàêîé-ëèáî ñòðîêè (â 
äàííîì ïðèìåðå – ñòðîêà 14) ôîðìóëû 
 =(A1-$A$8)/$A$10 
 =(B1-$A$9)/$A$11 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ íà øåñòü ñòðîê íèæå. 

Áàçèñíûå ôóíêöèè âûáðàííîé ìîäåëè: 
ϕ1 1= , ϕ2 1= x , ϕ3 2= x , 

ϕ4 1 2= x x , ϕ5 2
2= x . 

Ñîñòàâèì ìàòðèöó áàçèñíûõ ôóíêöèé. Â ïÿòü ñîñåäíèõ ÿ÷ååê 
ñòðîêè 22 ïîìåñòèì ôîðìóëû 
 =1 
 =A14 
 =B14 
 =A14*B14 
 =B14*B14 

Ïîñëå ýòîãî âûäåëèì äèàïàçîí A22:E22  è ïåðåìåñòèì ìàðêåð 
àâòîçàïîëíåíèÿ íà øåñòü ñòðîê íèæå. 

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (8.3) ïîòðåáóåòñÿ ìàòðèöà XT , 
ïîëó÷åííàÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû áàçèñíûõ ôóíêöèé. Âûäå-
ëèì äèàïàçîí G22:L26  íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè G22. Çàòåì (ïðè àêòèâíîì 
âûäåëåíèè) ñëåäóåò ïîìåñòèòü â ÿ÷åéêó G22 ôîðìóëó 
 = ТРАНСП(A22:E27) 
è íàæàòü Ctrl+Shift+Enter . 

 
 
Íàéäåì ìàòðèöó ìîìåíòîâ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöû. Â äàí-

íîì ïðèìåðå ÝÑ-ìîäåëü ñîäåðæèò ïÿòü ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó ìàòðè-

öû X XT  è ( )D X X=
−T 1

 èìåþò ðàçìåðû 5x5. Ìîæíî âûäåëèòü äèà-

ïàçîí A30:E34 , ïðè àêòèâíîì âûäåëåíèè ââåñòè â ÿ÷åéêó A30 ôîð-
ìóëó 
 = МУМНОЖ(G22:L26;A22:E27) 
è íàæàòü Ctrl+Shift+Enter . 
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñëåäóåò âûäåëèòü 

äèàïàçîí G30:K34 , ïðè àêòèâíîì âûäåëåíèè ââåñòè â ÿ÷åéêó G30 
ôîðìóëó 
 = МОБР(A30:E34) 
è íàæàòü Ctrl+Shift+Enter . 

 
 
Çàêëþ÷èòåëüíîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå âåêòîðà ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè. Ìîæíî âûäåëèòü äèàïàçîí G2:G6, ïðè àêòèâíîì 
âûäåëåíèè ïîìåñòèòü â ÿ÷åéêó G2 ôîðìóëó 
 = МУМНОЖ( МУМНОЖ(G30:K34;G22:L26);C1:C6) 
è íàæàòü Ctrl+Shift+Enter . 
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Âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàâåí 

( )B = −10 2 3 4 5, , , ,
T
. 

Èñêîìàÿ ìîäåëü èìååò âèä 
y x x x x x= − + + +10 2 3 4 51 2 1 2 2

2 . 

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå 
ïðåäñêàçàííîãî ìîäåëüþ çíà÷åíèÿ 
îòêëèêà – ïîâåðõíîñòü îòêëèêà â 
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ( )x x y1 2, ,  

èëè æå ëèíèè ðàâíîãî îòêëèêà íà 
ïëîñêîñòè ( )x x1 2,  – ðèñ. 9.2. Ê 

ñîæàëåíèþ, MS Excel îãðàíè÷åííî 
ïðèãîäåí äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîäîá-
íûõ ïîñòðîåíèé; ãðàôè÷åñêîå 
ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò 
âûïîëíÿòü äðóãèìè ñðåäñòâàìè. 

 

10. Построение планов экспе-
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Ðèñ. 9.2. Ëèíèè ðàâíîãî îòêëèêà íà 
ïëîñêîñòè íîðìàëèçîâàííûõ ïåðå-

ìåííûõ 
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римента 
Àêòèâíûé ýêñïåðèìåíò ïîäðàçóìåâàåò îïðåäåëåííóþ ñâîáîäó 

âûáîðà çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé 
òåîðèè ýêñïåðèìåíòà âûðàáîòàíû ðåêîìåíäàöèè, ïîçâîëÿþùèå äëÿ 
äàííîé ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè âûáðàòü óðîâíè 
âàðüèðóåìûõ ôàêòîðîâ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå òåõ èëè 
èíûõ ñâîéñòâ ïëàíà ýêñïåðèìåíòà – ñäåëàòü ýêñïåðèìåíò â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå %C2,м=ль…/м. Âíîâü îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îïòè-
ìàëüíîñòè ïëàíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îáùåãî âèäà ÝÑ-ìîäåëè è 
ìîæåò ðåøàòüñÿ òîëüêî C%“л� âûáîðà ïîñëåäíåé. 

Ïóñòü ÝÑ-ìîäåëü ñîäåðæèò L íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ; òîãäà 
äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà ïëàíà ñîäåðæàëà, êàê 
ìèíèìóì, N L=  ðàçëè÷íûõ ñòðîê; ïîäîáíûå ïëàíû íàçûâàþò …=-
“/?�……/м,. Åñëè ìîäåëü ïîñòðîåíà ïî íàñûùåííîìó ïëàíó, òî ñòà-
òèñòè÷åñêèé àíàëèç ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè (îïûòîâ â ò.í. 
*%…2!%ль…/. 2%ч*=.) âûïîëíèòü íåâîçìîæíî. 

Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè ïëàíà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: 
êðèòåðèè, ñâÿçàííûå ñ äèñïåðñèåé îöåíîê ïàðàìåòðîâ, è êðèòåðèè, 
ñâÿçàííûå ñ äèñïåðñèåé ïðåäñêàçàííûõ çíà÷åíèé îòêëèêà. Ñðåäè 
êðèòåðèåâ ïåðâîé ãðóïïû âàæíûì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé %!2%г%…=ль-
…%“2,; ñðåäè êðèòåðèåâ âòîðîé – êðèòåðèé !%2=2=K�ль…%“2,. 

Õàðàêòåðèñòèêè ïëàíà ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ âõîäÿùåé â 
ñîîòíîøåíèå (8.3) êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé – ìàòðè÷íûì àíàëîãîì 
äèñïåðñèè. Çàïèñàííàÿ â áåçðàçìåðíûõ íîðìàëèçîâàííûõ ïåðåìåí-
íûõ ìàòðèöà ïëàíà íå çàâèñèò îò ñîäåðæàòåëüíîé ñòîðîíû èññëåäî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó âûáîð ïëàíà ýêñïåðèìåíòà – ýòî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ 
òàêîé ìàòðèöû ïëàíà, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîâàðèàöèîí-
íàÿ ìàòðèöà (íå çàâèñÿùàÿ îò ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, íî çàâè-
ñÿùàÿ îò âûáðàííîé ÝÑ-ìîäåëè!) 

( )D M X X= = =



















− −1 1

11 12 1

21 22 2

1 2

T

L

L

L L LL

c c c

c c c

c c c

...

...

...

...

 

îáëàäàëà áû îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. 
Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò íå òîëüêî ÷èñëåííûå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íî è òî÷íîñòü îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ. 
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Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû îïðåäåëÿþò äèñïåðñèè îöåíîê ïà-
ðàìåòðîâ 

s s cb e iii

2 2= , 

ãäå se
2  – äèñïåðñèÿ ýêñïåðèìåíòà1 (д,“C�!“,  "%“C!%,ƒ"%д,м%“2,). 

Åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî òî÷íîñòü 
îöåíêè âñåõ ïàðàìåòðîâ áóäåò îäèíàêîâà. 

Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò êîâàðèàöèþ (ò.å. âçàèì-
íîå âëèÿíèå) ïàðàìåòðîâ. Åñëè âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâ-
íû íóëþ, òî ïàðàìåòðû ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò 
äðóãà; ñîîòâåòñòâóþùèå ïëàíû ýêñïåðèìåíòà íàçûâàþò %!2%г%…=ль-
…/м,. 

Óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè ïëàíà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü 
ñòîëáöîâ åãî ìàòðèöû áàçèñíûõ ôóíêöèé – ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 
äâóõ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû äîëæíî áûòü íóëå-
âûì: 

( ) ( )ϕ ϕi u j u
u

N

x x
=
∑ =

1

0 , i j L, ,= 1 , i j≠ . 

Ïðèìåðîì îðòîãîíàëüíîãî ïëàíà äëÿ ëèíåéíîé k-ôàêòîðíîé ìî-
äåëè ÿâëÿåòñÿ ïëàí C%л…%г% -=*2%!…%г% .*“C�!,м�…2= (ÏÔÝ) 2k. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ÏÔÝ 2k ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ k-
ìåðíîãî ãèïåðêóáà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è äëèíîé ðåáðà, 
ðàâíîé 2. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ ôàêòîðîâ ìàòðèöà ïëàíà 22 èìååò 
âèä 

1 1 1 1

1 1 1 1

− −
− −











T

. (10.1)

È ìàòðèöà ìîìåíòîâ, è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ýòîãî ïëàíà äëÿ 
ëèíåéíîé ìîäåëè 

( )f x xx = + +β β β0 1 1 2 2  

ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

4 0 0

0 4 0

0 0 4

1
4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
1

− −
− −

















−
−

− −





































=
















=
















−
−T

 

è ñâèäåòåëüñòâóþò îá îðòîãîíàëüíîñòè ïëàíà. 

                               
1 Ñì. ñîîòíîøåíèå (11.1). 
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Êðèòåðèåì, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ìîæåò áûòü ñäåëàí âûâîä î 
êîëè÷åñòâå èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ïðåäñêàçàííîì çíà÷åíèè 
îòêëèêà, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííàÿ ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé D ,…-%!-
м=ц,%……=  - 3…*ц,  ïëàíà ýêñïåðèìåíòà: 

( )I
d

x p
T

p= =
−1 1

x Dx , (10.2)

ãäå xp – âåêòîð-ñòîëáåö, îáðàçîâàííûé çíà÷åíèÿìè áàçèñíûõ ôóíê-
öèé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà: 

( ) ( ) ( )( )x x x xp L
T= ϕ ϕ ϕ1 1, ,..., . 

Âûðàæåíèå 

d p
T

p= x Dx  (10.3)

íàçûâàþò …%!м=л,ƒ%"=……%L …�%C!�д�л�……%“2ью. 
Åñëè çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèè (10.2) çàâèñèò òîëüêî 

îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé x è öåíòðîì èññëåäóåìîé ôàêòîðíîé 
îáëàñòè (äëÿ ïëàíîâ â áåçðàçìåðíûõ íîðìàëèçîâàííûõ ïåðåìåííûõ 
ýòî, êàê ïðàâèëî, íà÷àëî êîîðäèíàò), òî ïëàí ýêñïåðèìåíòà íàçû-
âàþò !%2=2=K�ль…/м. 

Íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïëàíà ïîëíîãî ôàêòîðíîãî 
ýêñïåðèìåíòà 22 èìååì: 

D =
















1
4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, 

( ) ( ) ( )d x x x

x

x x x

x

x x=
































=
















= + +1
4

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
1
4

1

1
1
4

11 2 1

2

1 2 1

2

1
2

2
2 , 

I
d x x r

x = =
+ +

=
+

1 4

1

4

11
2

2
2 2

, 

ãäå r x x= +1
2

2
2  – ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî òî÷êè ( )x x1 2, . 

Èíôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íà, è ïëàí 22 äëÿ 
ëèíåéíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ðîòàòàáåëüíûì. 

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñâîéñòâî ðîòàòàáåëüíîñòè ïëàíà 22 ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè åãî ïîâîðîòå âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàê, ïëàí 

0 2 0 2

2 0 2 0

−
−











T

, (10.4)
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ïîëó÷åííûé èç 22 ïîâîðîòîì íà óãîë π 4 , èìååò êîâàðèàöèîííóþ 

ìàòðèöó 

1 1 1 1

0 2 0 2

2 0 2 0

1 0 2

1 2 0

1 0 2

1 2 0

4 0 0

0 4 0

0 0 4

1
4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
1

−
−

















−
−





































=
















=
















−
−T

. 
Ñîâïàäåíèå ýòîé ìàòðèöû ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïëàíà 22 

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñâîéñòâà ýòèõ ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòà ïîë-
íîñòüþ îäèíàêîâû. Òåì íå ìåíåå, ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ î òðåáóåìîì 
äèàïàçîíå âàðüèðîâàíèÿ ôàêòîðîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðåèìóùåñòâå 
ïëàíà ïîëíîãî ôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà 22: äëÿ ïëàíà (10.4) ðàç-
ìàõ âàðüèðîâàíèÿ óâåëè÷åí â 2  ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì 
ïëàíîì (10.1). 

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ìîìåíòîâ êîâà-
ðèàöèîííóþ ìàòðèöó (è îöåíêè ïàðàìåòðîâ) íàéòè íåâîçìîæíî. 
Óìåíüøåíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ìîìåí-
òîâ1 ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçðàñòàíèåì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ 
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è óâåëè÷åíèåì îøèáîê îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîäåëè2. 

                               
1 Òî÷íåå, óõóäøåíèå åå %K3“л%"л�……%“2,. 
2 Ñóùåñòâóþò ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîëó÷èòü «ðåøåíèå» ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé äàæå òîãäà, êîãäà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû, îñíîâàííûå íà 
“,…г3л !…%м !=ƒл%›�…,, ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü «ðåøåíèå» èìåííî â 
ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòèõ (âåñüìà ñëîæíûõ!) ìåòîäîâ 
âðÿä ëè îïðàâäàíî – áëèçîñòü ìàòðèöû ìîìåíòîâ ê âûðîæäåííîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò òîëüêî î 
íåêîððåêòíîì âûáîðå ïëàíà è/èëè âèäà ÝÑ-ìîäåëè. 
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Âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ìîìåí-
òîâ èìååò ìåñòî òîãäà, êîãäà ïðè âû-
áðàííîì ïëàíå ýêñïåðèìåíòà «áàçèñ-
íûå» ôóíêöèè ÝÑ-ìîäåëè íà ñàìîì 
äåëå òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ (ñòîëá-
öû ìàòðèöû áàçèñíûõ ôóíêöèé ëè-
íåéíî çàâèñèìû). Ýòîò ñëó÷àé ìîæ-
íî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå 
ïÿòèòî÷å÷íîãî ïëàíà ýêñïåðèìåíòà ñ 
ìàòðèöåé 

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

− −
− −











T

; 

ïëàí èçîáðàæåí íà ðèñ. 10.1. 
Íà ïåðâûé âçãëÿä çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ÝÑ-ìîäåëè 

y x x= + +β β β0 11 1
2

22 2
2  

ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëàíîì íà ðèñ. 10.1 
äîëæíà ðåøàòüñÿ îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, äàííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò 
â ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
òî÷åê ( )x x yu u u1 2, ,  îò ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà. Òðè ïàðàìåòðà 

îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ, âûïîëíåííûõ â ïÿòè 
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Îäíàêî äëÿ âûáðàííûõ ïëàíà è ìîäåëè ìàòðèöà 
áàçèñíûõ ôóíêöèé 

X =























1 0 0

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 

ñîäåðæèò äâà ñîâïàäàþùèõ ñòîëáöà, è ìàòðèöà ìîìåíòîâ 

M X X= =
















T

5 4 4

4 4 4

4 4 4

 

îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé! 
Äàëüíåéøèé àíàëèç ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò âûÿâèòü åå 

íåîïðåäåëåííîñòü. Ðàâåíñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû áà-
çèñíûõ ôóíêöèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèå ìîäåëè â êàæäîé èç 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì òîëüêî îäíîé èç 

1

x1

x2

23

4 5

 
Ðèñ. 10.1. Ïëàí, íåïðèãîäíûé äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè 
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ïåðåìåííûõ (ãîâîðÿò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî “м�ш=……=  
%ц�…*=): 

( )y x x x= + + = + +β β β β β β0 11 1
2

22 2
2

0 11 22 1
2 . 

Ïîýòîìó åñëè äëÿ äâóõ ìîäåëåé 
y a b x c x1 1 1

2
1 2

2= + + , y a b x c x2 2 1
2

2 2
2= + +  

âûïîëíåíî 
b c b c1 1 2 2+ = + , 

òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ìîäåëåé â êàæäîé èç ïÿòè òî÷åê ïëàíà íà ðèñ. 
10.1 áóäóò îäèíàêîâû. 

Çàìåòèì, ÷òî óæå ïðîñòîé ðàçâî-
ðîò ïëàíà íà óãîë π 4  âîêðóã íà÷àëà 

êîîðäèíàò (ðèñ. 10.2) ðåøàåò ïðî-
áëåìó âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ìî-
ìåíòîâ. Ñòîëáöû ìàòðèöû áàçèñíûõ 
ôóíêöèé 

X =























1 0 0

1 2 0

1 0 2

1 2 0

1 0 2

 

ïîëó÷åííîãî ïëàíà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû, ïîýòîìó ìàòðèöà ìîìåíòîâ 

M =
















5 4 4

4 8 0

4 0 8

 

âûðîæäåííîé íå ÿâëÿåòñÿ. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò è 
ðàâíà 

D =
− −

−
−

















1 1 2 1 2

1 2 3 8 1 4

1 2 1 4 3 8

. 

Ïîëó÷åííûé ïëàí íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Î÷åâèäíî òàêæå, 
÷òî îí íå ìîæåò áûòü ðîòàòàáåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, 

1

x1

x2

2

3

4

5
 

Ðèñ. 10.2 
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d x

x

x

x

x

x

x x

x x

x x

T T

=
















− −
−
−

































=
















− −

− + +

− + +























=
1 1 1 2 1 2

1 2 3 8 1 4

1 2 1 4 3 8

1 1
1

2 2
1
2

3
8

1
4

1
2

1
4

3
8

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

1
2

2
2

 

= − − − + + − + + =1
2 2 2

3
8

1
4 2

1
4

3
8

1
2

2
2

1
2

1
4

1
2

2
2 2

2

1
2

2
2

2
4x x x

x x x
x

x x x  

( ) ( )= − + + + +1
1
2

3
81

2
1
2

1
2

2
2

1
4

2
4x x x x x x . 

Íè íîðìàëèçîâàííàÿ íåîïðå-
äåëåííîñòü d, íè èíôîðìàöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ (ðèñ. 10.3) íå ÿâëÿþòñÿ 
ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè. 

11. Анализ моделей, линей-
ных по параметрам 

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà 
ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ïî ïàðàìåò-
ðàì ÝÑ-ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê èñ-
ïîëüçîâàíèþ ñîîòíîøåíèÿ (8.3). 
Âàæíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ïî-
çâîëÿåò ëèøü íàéòè êîýôôèöèåí-
òû ìîäåëè, íî …� !�ш=�2 "%C!%“= 
“%%2"�2“2",  C%“2!%�……%L м%-
д�л, , %KA�*2= ,““л�д%"=…, . 

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â îñíîâå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
ëåæàò òðè ïðåäïîëîæåíèÿ: ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè îøèáîê, î íåçàâèñèìîñòè è ðàâíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé. Åñëè 
õîòÿ áû îäíî èç íèõ íàðóøåíî, òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ íåäîïóñòèìî: ïîëó÷åííàÿ ýòèì ìåòîäîì ÝÑ-ìîäåëü áóäåò 
ïëîõèì îïèñàíèåì îáúåêòà (ïðåäñêàçàííûå ìîäåëüþ çíà÷åíèÿ áóäóò 
äàëåêè îò èñòèííûõ). 

Ïîýòîìó ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèé äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ д% ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè; îíà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé òîëüêî òîãäà, êîãäà â 
êàæäîì u-ì èç u N= 1,  ýêñïåðèìåíòîâ èçìåðåíèå çíà÷åíèÿ îòêëèêà 
ïîâòîðÿåòñÿ mu >1 ðàç. Ýòè mu èçìåðåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå %д…%L 

ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êå, íàçûâàþò C=!=лл�ль…/м,. 

-1
.5

0

-1
.0

0

-0
.5

0

0.
00

0.
50

1.
00

1.
50

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

1.50

 
Ðèñ. 10.3. Èíôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

ïëàíà (ñì. ðèñ. 10.2) 
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Ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè èçìåðåíèé ïðîâåðèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî " %д…%м .*“C�!,м�…2� íåâîçìîæíî. Ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ âîç-
ìîæíîé âçàèìíîé çàâèñèìîñòè îáû÷íî âûïîëíÿþò ðàíäîìèçàöèþ 
èçìåðåíèé (ïðîâîäÿò èçìåðåíèÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå). 

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îøèáîê òðåáóåò 
ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè áîëüøîãî îáúåìà (ïî êðàéíåé ìåðå – îêî-
ëî 100), ïîýòîìó íà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëüêî ïðîâåðêîé ãè-
ïîòåçû î ðàâíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé. 

Ïóñòü â u-é òî÷êå âûïîëíåíî mu ïàðàëëåëüíûõ èçìåðåíèé. Òî-
ãäà â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå âûáîðî÷íûå ñðåäíèå è âûáîðî÷íûå äèñ-
ïåðñèè íàõîäÿòñÿ êàê 

y
m

yu
u

ui
i

mu

=
=
∑

1

1

, u N= 1, , 

( ) ( )s
m

y y
f

y yu
u

ui u
i

m

u
ui u

i

mu u
2 2

1

2

1

1
1

1=
−

− = −
= =
∑ ∑ , u N= 1, , 

ãäå f mu u= −1 – ÷èñëî “2�C�…�L “"%K%д/ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè 

(÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé, óìåíüøåííîå íà ÷èñëî íàéäåííûõ 
ïî âûáîðêå îöåíîê – ïðè âû÷èñëåíèè âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè óæå 
íàéäåíî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå). Ïåðâûé èíäåêñ u â îáîçíà÷åíèè îò-
êëèêà yui ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì ýêñïåðèìåíòà, âòîðîé èíäåêñ i – íîìå-
ðîì ïàðàëëåëüíîãî èñïûòàíèÿ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå. 

Â ïðåäïîëîæåíèè î ðàâíîé òî÷íîñòè íàéäåííûå îöåíêè âûáî-
ðî÷íûõ äèñïåðñèé ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü д,“C�!“,ю "%“C!%,ƒ"%д,-
м%“2, (д,“C�!“,ю .*“C�!,м�…2=): 

( )s
f s f s f s

f f f f
f s

f
y ye

N N

N e
u u

u

N

e
ui u

i

m

u

N u
2 1 1

2
2 2

2 2

1 2

2

1

2

11

1 1= + + +
+ + +

= = −
= ==
∑ ∑∑

...
...

, (11.1)

ãäå 

( )f f m m Ne u
u

N

u
u

N

u
u

N

= = − = −
= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1

1  

– ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû äèñïåðñèè âîñïðîèçâîäèìîñòè (ïîëíîå 
÷èñëî èçìåðåíèé, âêëþ÷àÿ ïàðàëëåëüíûå, çà âû÷åòîì ÷èñëà ýêñïå-
ðèìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ). 

Åñëè â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ èçìåðåíèé 
îäèíàêîâî 

m m m MN1 2= = = =... , 

òî ñîîòíîøåíèå (11.1) óïðîùàåòñÿ: 
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( )s
MN N

M s
N

se u
u

N

u
u

N
2 2

1

2

1

1
1

1=
−

− =
= =
∑ ∑ ; (11.2)

äèñïåðñèÿ âîñïðîèçâîäèìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ êàê “!�д…�� =!,-м�2,-
ч�“*%� âñåõ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé. 

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ äèñïåðñèé äëÿ âñåõ 
u N= 1,  ýêñïåðèìåíòîâ ïðè mu > 3 ìîæíî ïî *!,2�!,ю a=!2л�2=. 

Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû 

( )B f s m se e u u
u

N

= − −










=
∑2 303 12 2

1

, lg lg ; 

( )
C

N m fuu

N

e

= +
− −









 −











=
∑1

1

3 1

1

1

1

1

. 

Çàòåì îòûñêèâàåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè B C . Ìîæíî ïðèáëè-

æåííî ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ ñòàòèñòèêà ïîä÷èíåíà χ2-ðàñïðåäåëåíèþ 
ñ N −1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. 

1Ïðè ñîâïàäàþùåì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé íàèáîëåå 
óäîáíûì ñïîñîáîì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ äèñ-
ïåðñèé îêàçûâàåòñÿ G-*!,2�!,L (*!,2�!,L j%.!�…=). Äëÿ åãî èñ-
ïîëüçîâàíèè âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà 

{ }G s su u
u

N

=
=
∑max 2 2

1

, (11.3)

ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ìàêñèìàëüíîé èç âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé ê ñóììå 
âñåõ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé. Ñòàòèñòèêà (11.3) ïîä÷èíåíà G-
!=“C!�д�л�…,ю (!=“C!�д�л�…,ю j%.!�…=) ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû 
f M1 1= −  è f N2 = . 

Ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå (11.3) G-ñòàòèñòèêè ïîçâîëÿåò íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ 
ðàâíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé íåèçâåñòíîå èñòèííîå îòíîøåíèå 

{ }max σ σu u
u

N
2 2

1=
∑  

îêàæåòñÿ ñòîëü æå áîëüøèì, êàê â ýêñïåðèìåíòå. Åñëè âåðîÿòíîñòü 
êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè (êàê ïðàâèëî, α = 0 05, ), òî ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé â 

                               
1 UPD (2012, kkatarn): íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ àáçàöåâ ÿâëÿþòñÿ áðåäîì ) «Ðàñïðåäåëåíèÿ» 

Êîõðåíà (Cochran) íå ñóùåñòâóåò, åñòü òîëüêî êðèòåðèé ) 
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êàæäîì èç N ýêñïåðèìåíòîâ îòâåðãàåòñÿ è ïîñòðîåíèå ÝÑ-ìîäåëè 
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. 

Îáû÷íî â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ èìåþòñÿ òîëüêî òàáëèöû 
êâàíòèëåé G-ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåííîå ýìïèðè÷åñêîå 
çíà÷åíèå G-ñòàòèñòèêè ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ êâàíòèëüþ G f fα , ,1 2

 ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Êîõðåíà äëÿ âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α è ÷èñëà 
ñòåïåíåé ñâîáîäû f M1 1= −  è f N2 = . Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 

G G f f< α , ,1 2
 

ãèïîòåçà î ðàâíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé íå îòâåðãàåòñÿ. 
Ïîñëå ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé ïàðàëëåëüíûõ îïûòîâ 

è îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÝÑ-ìîäåëè äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ 
êîýôôèöèåíòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå èñòèí-
íîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà íóëþ. Åñëè â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà 
îòâåðãàòü äàííóþ ãèïîòåçó íåò îñíîâàíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî êîýôôè-
öèåíò “2=2,“2,ч�“*, …�ƒ…=ч,м. 

Äëÿ ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà β j , j L= 1,  íàõîäÿò 

çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè 

t
s c

j
j

e jj

=
β

2
, (11.4)

ãäå se
2  – äèñïåðñèÿ âîñïðîèçâîäèìîñòè, cjj – äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò 

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû. Ñòàòèñòèêà (11.4) ïîä÷èíåíà ðàñïðåäåëå-
íèþ Ñòüþäåíòà ñ ( )f f N Me= = −1  ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (â ñëó÷àå íå-

îðòîãîíàëüíûõ ïëàíîâ ýòî âûïîëíåíî ëèøü ïðèáëèæåííî). 
Ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå íóëþ íåèçâåñòíîãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ j-ãî 

ïàðàìåòðà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà â ïîëüçó äâóñòîðîííåé àëüòåðíà-
òèâû, åñëè âåðîÿòíîñòü 

( ) ( ) ( )p f x dx f x dx f x dxj

t

t

tj

j

j

= + = −
−∞

− ∞

∫ ∫ ∫1 2
0

 (11.5)

êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ïðè óêàçàííîé ãèïîòå-
çå áóäåò ïîëó÷åíî çíà÷åíèå β j , áîëüøåå èëè ðàâíîå íàéäåííîãî â 

ýêñïåðèìåíòå, îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α 
(â ñîîòíîøåíèè (11.5) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà). 
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Åñëè èìåþòñÿ òàáëèöû êâàíòèëåé ( )t N M −1 ,α  ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-

äåíòà äëÿ ( )N M −1  ñòåïåíåé ñâîáîäû è âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìî-

ñòè α, òî ñ êâàíòèëüþ ñëåäóåò ñðàâíèòü àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñòà-
òèñòèêè (11.4). Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 

( )t tj N M≥ −1 ,α  

ãèïîòåçà î ñòàòèñòè÷åñêîé íåçíà÷èìîñòè ïàðàìåòðà îòâåðãàåòñÿ. 
Âñå íåçíà÷èìûå êîýôôèöèåíòû ÝÑ-ìîäåëè îáíóëÿþòñÿ; ýòî, 

î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò îòáðàñûâàíèþ íåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ ÝÑ-
ìîäåëè. Åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé 
(ïëàí íå áûë îðòîãîíàëüíûì), òî îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû íåîá-
õîäèìî ïåðåñ÷èòàòü çàíîâî. 

Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåò ,2�!=ц,%……/L C!%ц�““ !�г!�““,%……%г% 
=…=л,ƒ=: íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ÝÑ-
ìîäåëè òðåáóåò èçìåíåíèÿ åå âèäà, ïîâòîðíîãî îòûñêàíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ è ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè êàæ-
äîãî èç íèõ. 

Çàêëþ÷èòåëüíûì øàãîì àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà =д�*"=2…%-
“2, ïîëó÷åííîé ÝÑ-ìîäåëè ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ åå âû-
ïîëíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ %“2=2%ч…=  д,“C�!“, , èëè д,“C�!“,  =д�*-
"=2…%“2, –âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñóììå êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé 
ìåæäó ïðåäñêàçàííûìè ìîäåëüþ è ýìïèðè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè îò-
êëèêà. Åñëè â êàæäîé òî÷êå ôàêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿåòñÿ 
M ïàðàëëåëüíûõ èçìåðåíèé, òî äèñïåðñèÿ àäåêâàòíîñòè ðàâíà 

( )( )s
M

N L
y fad u u

u

N
2 2

1

=
−

−
=
∑ x , (11.6)

ãäå N – ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ (÷èñëî òî÷åê ïëàíà ýêñïå-
ðèìåíòà), L – ÷èñëî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. 

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè 

F
s

s
ad

e

=
2

2
, (11.7)

ãäå se
2  – äèñïåðñèÿ âîñïðîèçâîäèìîñòè. Ñòàòèñòèêà (11.7) ïîä÷èíå-

íà ðàñïðåäåëåíèþ Ôèøåðà ñ f N Lad = −  è ( )f N Me = −1  ñòåïåíÿìè 

ñâîáîäû. Ãèïîòåçà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ýêñïåðèìåíòó îòâåðãàåòñÿ, 
åñëè âåðîÿòíîñòü 
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( ) ( ) ( )p f x dx f x dx G F
F

F

= = − = −
∞

∫ ∫1 1
0

 

êðèòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ïðè àäåêâàòíîé ìîäå-
ëè çíà÷åíèå F áóäåò ñòîëü æå áîëüøèì, êàê è â ýêñïåðèìåíòå, îêà-
æåòñÿ ìåíüøå âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè (â ïîñëåäíåì ñîîòíî-
øåíèè ( )f x  è ( )G x  – ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, 

ñîîòâåòñòâåííî). 
Åñëè èìåþòñÿ òàáëèöû êâàíòèëåé ( )FN L N M− −, ,1 α  ðàñïðåäåëåíèÿ 

Ôèøåðà  äëÿ N L− , ( )N M −1  ñòåïåíåé ñâîáîäû è âûáðàííîãî óðîâ-

íÿ çíà÷èìîñòè α, òî ñòàòèñòèêà (11.7) ñðàâíèâàåòñÿ ñ êâàíòèëüþ. 
Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 

( )F FN L N M< − −, ,1 α  

ãèïîòåçà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè íå îòâåðãàåòñÿ. 

11.1. Построение и анализ линейной двухфакторной модели 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ äâóõôàêòîðíóþ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü 

y x x= + +β β β0 1 1 2 2 . 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ïàðàìåòðîâ ïîñòàâëåí ïîëíûé ôàêòîðíûé 
ýêñïåðèìåíò 22 ñ ÷èñëîì îïûòîâ N = 4 . Â êàæäîé òî÷êå ôàêòîðíîãî 
ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî M = 3 ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèÿ. Ïëàí ýêñ-
ïåðèìåíòà (â íîðìàëèçîâàííûõ ïåðåìåííûõ), âìåñòå ñ ýìïèðè÷å-
ñêèìè çíà÷åíèÿìè îòêëèêà, ïðèâåäåí â òàáë. 11.6. 

Òàáëèöà 11.1 
Óðîâíè âõîäíûõ 

ïåðåìåííûõ 
Çíà÷åíèÿ îòêëèêà 

â ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèÿõ 
x1 x2 y1 y2 y3 
–1 –1 –2,04691 –2,00964 –2,02786 
1 –1 0,019879 0,070023 –0,06276 
–1 1 2,081853 1,918242 2,098057 
1 1 4,057741 3,91337 4,046098 

 
Òðåáóåòñÿ: 
1. Ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó î ðàâíîé òî÷íîñòè èçìå-

ðåíèé â êàæäîé ñåðèè ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé. 
2. Â òîì ñëó÷àå, åñëè èçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íû, íàéòè îöåíêè ïà-

ðàìåòðîâ ìîäåëè. 
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3. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà-
÷èìûìè, à êàêèå – íåò. Îáíóëèòü íåçíà÷èìûå êîýôôèöèåíòû (ïå-
ðåñ÷åò çíà÷èìûõ ïðè ýòîì ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü, òàê êàê âûáðàí-
íûé ïëàí ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì). 

4. Ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ïîñòðî-
åííîé ìîäåëè ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. 

 
Çàïèøåì ìàòðèöó áàçèñíûõ 

ôóíêöèé â ÿ÷åéêè A3:C6 , ýìïèðè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòêëèêà – â ÿ÷åé-
êè D3:F6 . 

Äëÿ êàæäîé ñåðèè ïàðàëëåëü-
íûõ èñïûòàíèé íàéäåì îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåð-
ñèè. Â ÿ÷åéêè G3 è H3 ââåäåì ôîðìóëû 
 = СУММ(D3:F3)/3 
 =((D3-G3)^2+(E3-G3)^2+(F3-G3)^2)/2 
âûäåëèì äèàïàçîí G3:H3  è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî 
øåñòîé ñòðîêè. 

 
 
Òàê êàê ÷èñëî èñïûòàíèé â êàæäîé ñåðèè ïàðàëëåëüíûõ îïûòîâ 

îäèíàêîâî, òî äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé öåëåñîîáðàçíî 
ïðèìåíèòü G-êðèòåðèé Êîõðåíà. 

Íàéäåì äèñïåðñèþ âîñïðîèçâîäèìîñòè è ìàêñèìàëüíóþ èç äèñ-
ïåðñèé ïàðàëëåëüíûõ îïûòîâ. Â ÿ÷åéêó H7 ââåäåì 
 = СУММ(H3:H6)/4 

Â ÿ÷åéêó H8 ââåäåì 
 = МАКС(H3;H4;H5;H6) 
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Ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå G-êðèòåðèÿ 

G ≈ ≈0,009894
0,02117

0,4674  

íàéäåì, ïîìåñòèâ â ÿ÷åéêó H9 ôîðìóëó 
 =H8/(H7*4) 

Ê ñîæàëåíèþ, ñðåäè ôóíêöèé ðàáî÷åãî ëèñòà MS Excel íåò 
ôóíêöèè, âîçâðàùàþùåé çíà÷åíèå G-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó êâàí-
òèëü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 0,05 è ÷èñëà ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû f M1 1 3 1 2= − = − = , f N2 4= =  íàéäåì ïî òàáëèöå; îí 

ðàâåí 
G0 05 2 4 0 768, ; ; ,= . 

Ïîìåñòèì çíà÷åíèå G0 05 2 4 0 768, ; ; ,=  â ÿ÷åéêó H10. 

Òàê êàê ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå G-êðèòåðèÿ ìåíüøå 0,768, òî ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå íå äàþò îñíîâàíèÿ îòâåðãàòü ãèïîòåçó î ðàâ-
íîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé. Ýòîò âûâîä ëó÷øå çàôèêñèðîâàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî íà ðàáî÷åì ëèñòå; äîñòàòî÷íî â ÿ÷åéêó H11 ââåñòè 
=ЕСЛИ($H$9<$H$10;" Измерения равноточны";" Измерения 
неравноточны") 

 
 
Ïàðàìåòðû ìîäåëè ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü îáùåé ôîð-

ìóëîé ( )B X X X Y=
−T T1

 (èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çäåñü èç-

áûòî÷íî, òàê êàê è ìàòðèöà ìîìåíòîâ, è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöû 
ïëàíà 22 ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè). Ñòîëáåö Y îáðàçîâàí ñðåäíèìè 
çíà÷åíèÿìè îòêëèêà â êàæäîé ñåðèè ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé. 

Âûäåëèì äèàïàçîí A8:D10 , ïðè àêòèâíîì âûäåëåíèè ââåäåì â 
ÿ÷åéêó A8 ôîðìóëó 
 = ТРАНСП(A3:C6) 
çàâåðøàÿ ââîä íàæàòèåì íà Ctrl+Shift+Enter . Çàòåì íàéäåì 
ìàòðèöó ìîìåíòîâ X XT  (ÿ÷åéêè A12:C14 ), êîâàðèàöèîííóþ ìàòðè-

öó ( )X XT −1
 (ÿ÷åéêè A16:C18 ), ìàòðèöó ( )X X XT T−1

 (ÿ÷åéêè 
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A20:D22 ) è âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ( )B X X X Y=
−T T1

(ÿ÷åéêè 

E16:E18 ) 

 

  
 

Ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïàðàìåòðîâ è àäåêâàò-
íîñòè ìîäåëè âûáåðåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàâíûì 0,05. Ïîìåñòèì 
ýòî çíà÷åíèå â ÿ÷åéêó I2 . 

Äèñïåðñèè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè ðàâíû 
s s cb e iii

2 2= , 

ãäå se
2  – äèñïåðñèÿ âîñïðîèçâîäèìîñòè, cii – äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû 

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñïåðñèé êîýôôèöèåí-
òîâ ïîìåñòèì â ÿ÷åéêè F16, F17 è F18 ôîðìóëû 
 =$A$16*$H$7 
 =$B$17*$H$7 
 =$C$18*$H$7 

Âû÷èñëèì ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ t-êðèòåðèÿ äëÿ êàæäîãî èç 
êîýôôèöèåíòîâ. Â ÿ÷åéêó G16 ââåäåì 
 =ABS(E16)/F16^0,5 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè G18. 

 
 
Íàéäåì âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîáûòèé – âåðîÿòíîñòè òîãî, 

÷òî ïðè ãèïîòåçàõ β j ист, = 0  çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè áóäóò 

ñòîëü æå âåëèêè, êàê â óñëîâèÿõ ïîñòàâëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Â 
ÿ÷åéêó H16 ââåäåì 
 = СТЬЮДРАСП(G16;8;2) 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ÿ÷åéêè H18. Â äàííîì 
ïðèìåðå âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîáûòèé îêàçàëèñü 3 10 9⋅ − , 
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3 10 9⋅ −  è 10 11− , ÷òî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå âûáðàííîãî óðîâ-
íÿ çíà÷èìîñòè. Ïîýòîìó âñå òðè ãèïîòåçû î ñòàòèñòè÷åñêîé íåçíà-
÷èìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ îòâåðãàþòñÿ. Êàê è â ñëó÷àå 
ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé, äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ôèê-
ñèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî íà ðàáî÷åì ëèñòå, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ ЕСЛИ. Ýòó æå ôóíêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáíóëå-
íèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîìåñòèì â ÿ÷åéêè 
I16  è K16 ôîðìóëû 
=ЕСЛИ(H16<$I$2;" Параметр значим";" Параметр незначим") 
=ЕСЛИ(H16<$I$2;E16;0) 
è, ïîñëå âûäåëåíèÿ äèàïàçîíà I16:K16 , ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçà-
ïîëíåíèÿ äî ñòðîêè 18. 

 
 
Ïîñëåäíèé øàã – ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííîé ÝÑ-ìîäåëè. 

Íàéäåì ïðåäñêàçàííûå ìîäåëüþ çíà÷åíèÿ îòêëèêà. Â ÿ÷åéêó L16  
ââåäåì 
 =$K$16+$K$17*B3+$K$18*C3 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ñòðîêè 19. 

 
 
Íàéäåì äèñïåðñèþ àäåêâàòíîñòè. Â äàííîì ïðèìåðå ÷èñëî ïà-

ðàëëåëüíûõ èñïûòàíèé M = 3, ÷èñëî îïûòîâ N = 4 , ÷èñëî çíà÷èìûõ 
êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè L = 3. Ïîýòîìó äèñïåðñèÿ àäåêâàòíîñòè 

( )( ) ( )( )s
M

N L
y f y fad u u

u

N

u u
u

2 2

1

2

1

4

3=
−

− = −
= =
∑ ∑x x . 

Ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó M16 ôîðìóëó 
 =(L16-G3)^2 
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è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ñòðîêè 19. Äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ýìïèðè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ F-êðèòåðèÿ ïîìåñòèì â ÿ÷åéêè M20 è M21 
ôîðìóëû 
 =3* СУММ(M16:M19) 
 =$M$20/$H$7 

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòíîøåíèå σ σad e
2 2  (çäåñü σad

2  è σe
2  

– íåèçâåñòíûå èñòèííûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè àäåêâàòíîñòè è äèñ-
ïåðñèè âîñïðîèçâîäèìîñòè) îêàæåòñÿ ñòîëü æå áîëüøèì, êàê â óñ-
ëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó M22 ôîðìóëó 
 =F РАСП(M21;1;8) 
è ïåðåìåñòèì ìàðêåð àâòîçàïîëíåíèÿ äî ñòðîêè 19. Äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ýìïèðè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ F-êðèòåðèÿ ïîìåñòèì â ÿ÷åéêè M20 è M21 
ôîðìóëû 
 =3* СУММ(M16:M19) 
 =$M$20/$H$7 

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòíîøåíèå σ σad e
2 2  (çäåñü σad

2  è σe
2  

– íåèçâåñòíûå èñòèííûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè àäåêâàòíîñòè è äèñ-
ïåðñèè âîñïðîèçâîäèìîñòè) îêàæåòñÿ ñòîëü æå áîëüøèì, êàê â óñ-
ëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìåñòèì â ÿ÷åéêó M22 ôîðìóëó 
 =F РАСП(M21;1;8) 

 

 
 
Íàéäåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè 

P
s

s
ad

e

ad

e

σ
σ

2

2

2

2
0 47>









 ≈ ,  
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áîëüøå âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, ïîýòîìó ãèïîòåçà îá àäåê-
âàòíîñòè ïîñòðîåííîé ÝÑ-ìîäåëè ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì íå 
îòâåðãàåòñÿ. 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ. Построение и анализ двухфакторной квадра-
тичной модели с использованием программного комплекса 
«Градиент» 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêóþ 
ìîäåëü ïðî÷íîñòè êîìïîçèòà, ïîëó÷àåìîãî ñîâìåùåíèåì ìàòðè÷íîãî 
ìàòåðèàëà, íàïîëíèòåëÿ è ìîäèôèöèðóþùåé äîáàâêè. 

Ìîäåëü âûáðàíà â âèäå 
R x x x x x x= + + + + +β β β β β β0 1 1 2 2 12 1 2 11 1

2
22 2

2 , 

ãäå x1 è x2 – íîðìàëèçîâàííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ 
– îáúåìíîé ñòåïåíè íàïîëíåíèÿ è êîíöåíòðàöèè äîáàâêè (â ïðîöåí-
òàõ îò ìàññû ìàòðè÷íîãî ìàòåðèàëà). 

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî äåâÿòèòî-
÷å÷íîìó ïëàíó äëÿ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïðî÷-
íîñòè, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1. 

 
Òàáëèöà 1

Óðîâíè âõîäíûõ 
ïåðåìåííûõ 

Çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè 
â ïàðàëëåëüíûõ èñïûòàíèÿõ 

X1 X 2 R1 R2 R3 
0,088 0,586 71,3 69,4 68,8 
0,512 0,586 108,5 110,7 112,5 
0,088 3,414 87,3 85,5 83,9 
0,512 3,414 124,6 125,4 123,8 
0,000 2,000 58,1 60 59,6 
0,600 2,000 117,6 114 114,3 
0,300 0,000 96,8 100,9 98,7 
0,300 4,000 120,1 115,9 117 
0,300 2,000 109,8 110,5 112,8 

 
Ìàòðèöó ïëàíà â íàòóðàëüíîì âûðàæåíèè ìîæíî íàéòè äî ïðî-

âåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïîñëå çàïóñêà ïðîãðàììû «Ãðàäèåíò» èç ìå-
íþ Файл âûáðàòü Новый. Â ïåðâîì èç äèàëîãîâûõ îêîí ñîçäàíèÿ íî-
âîãî ïëàíà â ãðóïïå Создать план ñëåäóåò óêàçàòü Стандартный. Âî 
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âòîðîì äèàëîãîâîì îêíå ñëåäóåò âûáðàòü äåâÿòèòî÷å÷íûé ïëàí 
äâóõôàêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà, âìåñòå ñ êîòîðûì ïî óìîë÷àíèþ èñ-
ïîëüçóåòñÿ òðåáóåìàÿ ìîäåëü. 

 
 
Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ïî ðåçóëüòà-

òàì ïàðàëëåëüíûõ îïûòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå M = 3. 
Ïîýòîìó â äèàëîãîâîì îêíå Новый набор наблюдений â ïîëå Количест-
во повторений ñëåäóåò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå 3. Â ïîëå Имя отклика 
ìîæíî ââåñòè Прочность. 

 
 
Âûáðàííûå îñíîâíûå óðîâíè äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ: 

X1 0 0 3, ,= ; X2 0 2, = %. 

Èíòåðâàëû âàðüèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ âûáðàòü òàê, ÷òîáû 
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ áûëè íóëåâûìè. 
Òàê êàê çâåçäíîå ïëå÷î âûáðàííîãî ïëàíà ðàâíî 2 , òî èíòåðâàëû 
âàðüèðîâàíèÿ: 

∆X1
0 3

2
0 212= ≈,
, ; ∆X2

2

2
1 414= ≈ , . 

Äàííûå çíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ îêîí Основ-
ные уровни è Интервалы варьирования.  
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Ìàòðèöó ïëàíà â íàòóðàëüíîì âûðàæåíèè Ãðàäèåíò ñîçäàåò íà 
îñíîâå ìàòðèöû ïëàíà â êîäîâîì âûðàæåíèè è óêàçàííûõ ïîëüçîâà-
òåëåì îñíîâíûõ óðîâíåé è èíòåðâàëîâ âàðüèðîâàíèÿ. 

 

 
 
Ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ íà ëèñò Отклики1. 

 
 
Çàòåì èç ìåíþ Эксперимент âûáèðàåòñÿ Анализ. Â ïðîöåññå àíà-

ëèçà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîñìîòðà ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ 
(îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàëîãîâûõ îêîí çàâèñèò îò íàñòðî-
åê ïðîãðàììû). 

Â äàííîì ïðèìåðå íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû ÝÑ-ìîäåëè îêàçû-
âàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìû. Ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå àíàëèçà 
âûâîäèòñÿ äèàëîã, ïîçâîëÿþùèé èçìåíèòü âèä ìîäåëè. 

                               
1 Åñëè ïîäëåæàùèå àíàëèçó äàííûå ïîìåùåíû íà ðàáî÷èé ëèñò MS Excel, òî äëÿ èõ êîïèðî-

âàíèÿ â òàáëèöå ïðîãðàììû Ãðàäèåíò ñëåäóåò âûäåëèòü äèàïàçîí ÿ÷ååê, â êîòîðûé ïîìåùà-
þòñÿ äàííûå. Âûïîëíèòü êîïèðîâàíèå çíà÷åíèé èç òàáëèöû ïðîãðàììû Ãðàäèåíò íà ëèñò MS 
Excel ñëîæíåå; ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî .*“C%!2,!%"=2ь äàííûå â òåêñòîâûé ôàéë. 
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Â ýòîì äèàëîãîâîì îêíå ñëåäóåò óñòàíîâèòü ôëàæîê Пересчитать 

значимые коэффициенты. 
Â ïîñëåäíåì èç äèàëîãîâûõ îêîí, îòîáðàæàåìûõ â õîäå àíàëèçà 

 
èìååòñÿ ôëàæîê Обновить и показать отчет, óïðàâëÿþùèé îòîáðàæå-
íèåì ðåçóëüòàòîâ. Ýòîò ôëàæîê ñëåäóåò óñòàíîâèòü. 

Ðåçóëüòàòà àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â òåêñòîâîé ôîðìå. Â ÷èñëå 
ïðî÷åãî ñðåäè ðåçóëüòàòîâ èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ 
ìîäåëè. 

 
 
Èñêîìàÿ ìîäåëü: 

R x x x= + + −109 19 9 7 06 111 2 1
2, , . 

Â ïðîãðàììå Ãðàäèåíò ðåàëèçîâàíû ëèøü «ðóäèìåíòàðíûå» 
ñðåäñòâà âèçóàëèçàöèè äàííûõ, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíèé ðàâ-
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íîé ïðî÷íîñòè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èíûå ñðåäñòâà. Ïîâåðõíîñòü 
îòêëèêà è èçîëèíèè ïðî÷íîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. 
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Ðèñ. 1. Ïîâåðõíîñòü è èçîëèíèè îòêëèêà 

 
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ðÿä âûâîäîâ. 
Âî-ïåðâûõ, â óðàâíåíèè ðåãðåññèè îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, ñî-

äåðæàùåå ïðîèçâåäåíèå äåéñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ (êîýôôèöèåíò 
β12  îêàçàëñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûì). Íàïîëíèòåëü è ìîäèôè-

êàòîð äåéñòâóþò …�ƒ=",“,м% äðóã îò äðóãà; èõ ñóììàðíîå âëèÿíèå 
íà ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ñóììå èíäèâèäóàëüíûõ 
âëèÿíèé. Çíà÷åíèå îáúåìíîé ñòåïåíè íàïîëíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå 
ìàêñèìàëüíîé ïðî÷íîñòè, ðàâíî X1 0 49= ,  è …� ƒ=",“,2 îò êîëè÷åñò-

âà ìîäèôèêàòîðà. Êîíöåíòðàöèÿ äîáàâêè ðàññ÷èòûâàëàñü â ïðîöåí-
òàõ îò ìàññû ìàòðè÷íîãî ìàòåðèàëà; ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü âûâîä 
î òîì, ÷òî ìîäèôèêàòîð èçìåíÿåò ñâîéñòâà ìàòðèöû, íå âëèÿÿ íà 
ñîñòîÿíèå ìåæôàçíîé ãðàíèöû ìåæäó ìàòðèöåé è íàïîëíèòåëåì. 

Âî-âòîðûõ, ÝÑ-ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
ïðî÷íîñòè R = 128  ÌÏà â òî÷êå ( )x = 0 9031 414, ; , , ðàñïîëîæåííîé íà 

ãðàíèöå èññëåäóåìîé ôàêòîðíîé îáëàñòè (ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-
íèÿ íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ: îáúåìíàÿ ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ 
X1 0 49= , , êîíöåíòðàöèÿ äîáàâêè X2 4%= ). Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå 

íåëüçÿ ñ÷èòàòü çàêîí÷åííûì. Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûé 
ýêñïåðèìåíò, â õîäå êîòîðîãî çíà÷åíèÿ âòîðîãî ôàêòîðà áóäóò óâå-
ëè÷åíû. Äàëåå, â õîäå àíàëèçà ñëàãàåìîå β22 2

2x   áûëî èñêëþ÷åíî. 

Ëèíåéíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ( )R R x= 2  ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, 
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÷òî ýêñòðåìóì çàâèñèìîñòè ( )R R x x= 1 2,  äàëåê îò òî÷êè 

( )x = 0 9031 414, ; , ; ïî âñåé âèäèìîñòè, îïòèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìî-

äèôèêàòîðà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âåðõíèé ïðåäåë X2 4%=  â ïî-

ñòàâëåííîì ýêñïåðèìåíòå. 
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